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PREFACIO

Ola Leitor, vocé sabe qual a importancia da Matematica e onde
ela se aplica? Conhece pesquisas recentes sobre Matematica? Entéo,
vocé encontrou um o6timo local para ler sobre esses assuntos. Pensar
em pesquisa e Matematica é o foco da Revista Matematica e Educacéo,
trabalho do nosso Departamento.

Neste numero, que é fruto de trabalhos académicos dos
estudantes do curso de Licenciatura em Matematica do Uni-FACEF, vamos
tratar de temas como a importancia da formagao dos professores, e dos
recursos didaticos para o ensino da Matematica, voltados aos alunos com
deficiéncia visual. Outro assunto € o uso da metodologia ativa no ensino
de Matematica, uma discussao interessante, que ganhou espaco com a
chegada desta nova possibilidade para as salas de aula.

E para vocé que gosta de aprender sobre os numeros, esta
edicao apresenta um estudo dos inteiros de Gauss e 0s numeros primos
complexos, um texto bem organizado, que traz uma retrospectiva historico-
matematica. Ja o artigo que trata sobre os grafos e os algoritmos para
calcular os menores caminhos possiveis, mostra uma aplicagéo atual que
une Matematica do dia-a-dia e as tecnologias. Apresentamos como um
outro trabalho muito importante o que versa sobre as correlagdes entre
multifractalidade, volatilidade e previsbes em série temporais financeiras,
que também tem foco no mundo de hoje.

Para fechar as discussoes, apresentamos o trabalho: educagéo
sexual e o que tem o professor de Matematica a ver com isso? Nele se
explora o papel do professor de forma ampla e o uso da etnomatematica
na sala de aula.

Vale ressaltar, mais uma vez, que esta revista é fruto do empenho
e dedicagao de uma equipe e por isso agradecemos de forma especial a
todo corpo docente e administrativo da instituicao, que viabilizaram esta
publicacéo.

Boa Leitural

Cordialmente
Silvia Regina Viel

Chefe do Departamento de Matematica
Centro Universitario Municipal de Franca — Uni-FACEF
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1 Introducgao

Nota-se nas escolas que quando se tem algum aluno com
deficiéncia visual (DV), ele ndo recebe o mesmo ensino que os
alunos que enxergam recebem e os professores nao conseguem
auxilia-lo de forma adequada devido as circunstancias que a
educacao enfrenta como salas cheias, escassez de recursos
didaticos e falta apoio governamental.

Sendo assim, levando em consideracéo o atual cenario da
educacao, os recursos disponiveis e a formacao dos professores,
€ imprescindivel pesquisar sobre o ensino da Matematica para
deficientes visuais em escolas regulares, pois conhecendo mais
sobre esse tema, sera possivel, de alguma forma, ampliar as
estratégias de ensino para ajudar alunos com deficiéncia visual
(DV).

Vale ressaltar ainda que é importante pesquisar sobre a
formacao dos professores de Matematica, buscando saber se os
conteudos trabalhados nas disciplinas dos cursos de graduacéao
proporcionam aos graduandos bagagem adequada sobre como
lidar com o aluno com DV, mostrando a diferenca entre os graus
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de deficiéncia visual e as diferentes formas de se ensinar esses
alunos de acordo com suas necessidades, apresentando recursos
didaticos e tecnolégicos disponiveis para o ensino da Matematica,
assim como proporcionando o conhecimento da legislacao referente
ao acesso desses alunos a educacao, entre outros.

2 Historia da deficiéncia visual no mundo e no Brasil

No mundo antigo, era raro na sociedade a participacao
de pessoas que apresentavam algum tipo de deficiéncia e ocorria
somente quando nasciam em familias ricas, sendo a maioria
considerada invisivel perante a sociedade. Contudo, alguns
exemplos podem ser observados de contribuigdes culturais como,
por exemplo, o poeta Homero que era deficiente visual e deixou o
trabalho de lliada e a Odisseia (DE MELLO, 2019).

Ja Séneca, famoso intelectual romano, cita em sua obra De
Ira que pessoas “‘monstruosas” ou “com defeitos” precisariam ser
sacrificadas como animais que nascem com alguma deformidade.
Ainda, os povos hebreus nao sacrificavam as pessoas deficientes,
porém condenava-as a morte espiritual (MARTINS, 2015).

Somente no periodo da idade média, diferentemente do
clero radical que ainda consideravam pessoas com deficiéncia
como “coisas malignas”, o clero ocidental comegou a considerar
pessoas que apresentavam deficiéncia como filho de Deus o que
abriu espaco de caridade na religido (SILVA, 1987).

A partir do século |V, alguns individuos se manifestaram
sobre a realidade das pessoas que tinham deficiéncia visual para
tentar realizar uma educacao social e, também, um processo de
inclusdo. Um exemplo é de Valentin Haly que ao assistir uma
apresentacdo produzida com inumeras pessoas com deficiéncia
visual ficou abalado e, com seu espirito humanistico, comecou a
lutar pelos direitos dos deficientes visuais e, em 1786, foi fundado o
Instituto Nacional dos Cegos (INJA), a primeira escola para cegos
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(DE MELLO, 2019).

Em 1821, o adolescente Louis Braille participou como
voluntario em uma apresentacdo de criacdo para métodos de
comunicacao para deficientes visuais com pontos em relevo, onde
rapidamente compreendeu o método de Barbier. Embora o sistema
de Barbier nunca tenha sido usado no INJA, ele foi alicerce aos
trabalhos desenvolvidos por Louis Braille, onde a primeira obra
escrita no sistema Braille foi em 1825 (CERQUEIRA, 2009).

No Brasil, a educacido especial se inicia em 1835, no
periodo em que o politico conservador Diego Antdnio Feijé estava
no poder, o qual simplesmente arquivou o projeto de lei que ofertava
ensino aos deficientes visuais e auditivos na capital do império e
das provincias (DE MELLO; MACHADO, 2017).

Através da influéncia do médico da corte que tinha uma
filha deficiente visual em conjunto com o presidente da Provincia
do Rio de Janeiro, conseguiram abrir as portas ao jovem José
Alvares Azevedo para que ele tivesse uma audiéncia com o
imperador. Nessa audiéncia, o Imperador D. Pedro Il se encantou
com o sistema Braille e a cegueira deixou de ser considerada uma
desgraca (LANNA JUNIOR, 2010).

Em 1854, no Brasil criou-se o Imperial Instituto dos
Meninos Cegos, sendo a primeira instituicdo da América Latina a
realizar atendimento com pessoas que tinham deficiéncia visual e,
atualmente, esta é conhecida como Instituto Benjamin Constant.
Contudo, a educacao para pessoas com deficiéncia visual se inicia
de forma improvisada devido as verbas para seu funcionamento,
sendo necessario uma parceria publica e privada, no qual o Decreto
n° 1.428 definiu um numero de bolsas para alunos considerados
em condicdes de pobreza (BRASIL, 1854).

Com o inicio da Republica, o processo de mudanca na
educacao especial continuava muito lento e quase desprezivel
nos primeiros decretos republicanos. Apds a abertura do Instituto
Benjamin Constant (IBC), foram inauguradas algumas instituicbes
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nos mesmos moldes para atendimentos aos cegos no pais (GATTI,
2016).

No governo Getulio Vargas ha a reestruturacao do IBC que
passou a ser mais visivel na sociedade, com atendimentos médicos
para a comunidade. Além disso, a legislac&o incentivava pesquisa
pedagdgica e médica para melhorar o ensino de pessoas com
deficiéncia visual e combater a cegueira preventiva (DE MELLO;
MACHADO, 2017).

O Ministério de Educacao e Cultura (MEC) surgiu no
Brasil em 1953 e o sistema educacional brasileiro até 1960 era
centralizado e seu modelo seguido por todos os estados e, em
1961, foram criadas as Diretrizes e Bases da Educacao Nacional
que evidenciava o carater de integracdo das classes especiais
(BRASIL, 1961).

Com as mudangas politicas, a educagdo especial
sofreu inumeras alteragbes com decretos e criaram varias
frentes pedagdgicas como salas de recursos multifuncionais, as
capacitacdes, a educacao infantil 100% inclusivas, entre outras que
estruturaram a educacao especial no pais (DE MELLO; MACHADO,
2017).

3 Formacao dos professores de Matematica

Em toda a origem da raca humana na Terra, todos
os seres humanos se diferenciam entre si, seja no género,
faixa etaria, pensamentos e fatores de limitagdo como, por
exemplo, na capacidade fisica, sensorial ou cognitiva. Dentre
essas diferenciacdes, podemos citar a deficiéncia visual, que é
caracterizada pela visao baixa ou inexistente (MAIOR, 2015), sendo
conceituado pela:

1. Incapacidade de orientar-se, por si mesmo, em locais
que frequentam habitualmente; 2. Perda completa e
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definitiva da visao de ambos os olhos; 3. A acuidade visual
bilateral menor que 1:10, e/ou redugdo acentuada no
campo de visao; 4. A acuidade visual de 1:10 ou menos,
com a melhor corregdo possivel ou menos de 20° de
campo de visdao (MONTE, 2014, p. 125).

Além desses conceitos, a Organizacao Mundial da Saude
(2019) definiu que ha cinco diferentes graus de deficiéncia visual
que estao descritos na Tabela 1.

Tabela 1 - Classificacdo da gravidade da deficiéncia visual com
base na acuidade visual no olho menor.

Acuidade visual no olho menor

Categoria

Pior que Igual ou melhor que

6/18
Deficiéncia visual moderada

Deficiéncia visual grave 6/60 3/60

Cegueira 3/60

Deficiéncia visual leve ‘ 6/12

6/18 ‘ 6/60

Deficiéncia visual de perto N6 ouM0,8a40cm

Fonte: OMS, 2019, p.11.

Portanto, pessoas que apresentam deficiéncia visual
possuem um desafio significativamente maior para aprender em
todas as fases do periodo escolar, resultando em baixo nivel de
desempenho educacional e de autoestima, quando comparadas
a pessoas que possuem visdo adequada. Dessa forma, torna-se
necessario realizarumaadaptagcao dessas pessoas, proporcionando
condi¢des acessiveis em todas as esferas de sua vida, incluindo o
aprendizado e o crescimento profissional (AUGESTAD, 2017).

Considerando que a Matematica é uma disciplina
essencial para o desenvolvimento basico e ajuda os individuos
a desenvolverem pensamento critico e reflexivo, ha uma
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preocupacao significativa em relacao ao seu ensino para alunos
com deficiéncia visual, sendo necessario oferecer meios para
que as criancas e adolescentes com essa deficiéncia consigam
adquirir o conhecimento necessario. Para isso, € necessario que
os professores tenham uma capacitacdo adequada e conhegcam
metodologias que sao acessiveis para o ensino e para a aplicacao
de varios conteudos matematicos (BARBOSA et al., 2020).

No atual cenario da educacao brasileira, diversas mudancas
veem ocorrendo nas escolas como novos recursos tecnologicos,
o perfil dos alunos e dos professores e, consequentemente, o
processo ensino-aprendizagem, entre outros fatores. Mas ha algo
que vem chamando a atencao: a inclusdo, a qual levanta varios
guestionamentos. Como os profissionais da educagdo podem
trabalhar com esses alunos? Como é a aprendizagem de alunos
com necessidades educacionais especiais em uma classe regular?
Quais estratégias o professor pode utilizar para ensinar esses
alunos?

Sao muitos questionamentos ja feitos e que sao feitos até
hoje. Mas o ponto inicial para amenizar um pouco dessas duvidas &
a formacéao dos professores, o quao a formacéo € importante para
que se possa atender as necessidades que o aluno especial tem.
Para isso, o professor ndo deve apenas formar e ficar estagnado,
mas a sua formagao deve ser continuada, ele deve sempre se
aperfeicoar, contribuindo assim para o melhor ensino de qualquer
aluno que estiver ali.

Por isso € importante ressaltar que a formacédo dos
professores, de acordo com Baumel e Castro (2002, apud
DALL'ACQUA, 2007, p.116), € uma:

[...] area de conhecimentos, investigacao e de propostas
tedricas e praticas que, no ambito da didatica e da
organizagao escolar, estuda os processos por meio dos
quais os professores, em formagdo ou em exercicio,
individualmente ou em equipe, em experiéncias de

14 Revista Matematica e Educacao, (1) (13): 09-38, 2023
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aprendizagem por meio das quais adquirem ou melhoram
os conhecimentos, competéncias e disposi¢des, e que
Ihes permite intervir profissionalmente no desenvolvimento
do seu ensino, do curriculo e da escola, com o objetivo
de melhorar a qualidade da educacédo que os alunos
recebem.

Especificamente, para um aluno deficiente visual ou de
baixa visdo ndo é facil aprender a Matematica, visto que essa
disciplina, muitas vezes, & concretizada visualmente na pratica.
Entdo, este aluno tera dificuldades quando estiver em uma
sala regular. Segundo Grifin e Gerber (1996, apud MOLLOSSI;
MENESTRINA; MANDLER, 2014, p. 289):

As criangas videntes aprendem a palavra impressa num
processo gradual. Esse dominio € geralmente ajudado por
figuras e varias informagdes do contexto. Para a crianga
cega essas informacbes nao existem. Para aprender
Braille, as criangas cegas precisam memorizar varias
configuragdes dos pontos da cela Braille. Nao ha padrdes
faceis de palavras que elas possam decorar.

Sendo assim, a falta de especializacdo e de conhecimento
por parte do professordas potencialidades dosalunos DV podem criar
barreiras que atrapalham sua pratica docente e, consequentemente,
atrapalham também o rendimento e o aprendizado desses alunos,
dificultando cada vez mais a inclusao.

Reis, Eufrazio e Bazon (2010) ainda pontuam que grande
parte dos professores ndo teve nem formacgéo inicial e nem formagao
continuada voltada para atender alunos com necessidades
educacionais especiais e, consequentemente, esses professores
que lecionam em cursos de graduacao em licenciatura também
nao preparam seus alunos graduandos para incluir estudantes com
deficiéncia.

Pimentel (2012 apud MOURA,; LINS, 2015) acrescenta que
afalta de formacao especificaemrelacao as especificidades de cada
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tipo de deficiéncia, a falta de conhecimento das potencialidades
dos seus alunos e a falta de flexibilidade do curriculo séo fatores
que podem criar barreiras nas atitudes e na pratica do professor,
levando-o a se distanciar das reais necessidades dos seus alunos
e gerando certa resisténcia a inclusdo. O autor ainda pontua que
essa falta de formacao especifica pode gerar o que ele denomina
de pseudoinclusao, ou seja, o aluno deficiente esta matriculado na
escola regular, porém nao esta devidamente incluido no processo
de aprendizagem daquele grupo.

Pimentel (2012 apud MOURA,; LINS, 2015) ainda destaca
que para que a inclusdo realmente acontegca e para que haja
equidade no atendimento pedagdgico € necessario o apoio dos
professores. Sendo assim, a formacado docente deve possibilitar
ao professor habilidades para o respeito e a compreensido das
diversidades.

Pimentel (2012 apud MOURA; LINS, 2015) também
afirma que o professor precisa investir nas potencialidades de
aprendizagem de seus alunos, atendendo as suas necessidades
e propondo atividades que favorecam o seu desenvolvimento.
Contudo, ainda ressalta que, como nao ha um perfil Unico das
deficiéncias, € necessario que haja um acompanhamento mais
individualizado e continuo que envolve tanto a familia como o
docente e até mesmo outros profissionais, ja que as deficiéncias
nao podem ser tratadas genericamente, uma vez que se deve
considerar a condi¢ao resultante da interacao da pessoa com o seu
ambiente. Além disso, € importante que a escola se informe sobre
as especificidades de cada deficiéncia atendida por esta e sobre
os meios adequados para fazer com que o educando encontre
no ambiente escolar um contexto que proporcione aprendizado e
desenvolvimento em todos os aspectos: afetivo, social, cognitivo
e psicomotor, e sem que haja discriminagédo por este possuir seu
proprio tempo e ritmo de aprender.

Fica evidente, entdo, sobre a formacdo do professor
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no que se refere a inclusdo de alunos com necessidades
educacionais especiais, incluindo os alunos com deficiéncia visual,
gue € necessario que o docente possua um rol de saberes que
envolvem nao so as epistemologias que fundamentam o processo
de aprendizagem, mas também que possuam habilidades e
competéncias sobre mediacao pedagogica no processo de ensinar,
possibilitando, assim, que o que o aluno compreende e faz hoje
com ajuda do professor, este possa compreender e fazer amanha,
sozinho, ideias estas baseadas na teoria de Vygotsky (1998).

4 Recursos didaticos para deficientes visuais

Baumel e Castro (2003 apud PRANE; LEITE; PALMEIRA,
2011, p. 4) afirmam que “materiais e recursos sdo condicionantes
de uma relacdo pedagogica eficaz, de respostas a inclusao dos
deficientes visuais e de todos os alunos no processo escolar”.

Sa (2007 apud FARIAS, 2011) salienta que os recursos
destinados ao atendimento educacional de alunos com
necessidades especiais devem ser inseridos em situacbes e
vivéncias cotidianas, as quais devem estimular a exploracdo e o
desenvolvimento dos outros sentidos. “A variedade, a adequacéao
e a qualidade dos recursos disponiveis possibilitam o acesso ao
conhecimento, & comunicacéo e a aprendizagem significativa” (SA,
2007 apud FARIAS, 2011, p. 30).

Especificamente em relacdo a educacao de alunos
deficientes visuais, vale salientar que, de acordo com Cerqueira e
Ferreira (2000 apud PRANE; LEITE; PALMEIRA, 2011), os recursos
didaticos assumem uma relevante importancia, uma vez que a
caréncia de materiais adequados pode conduzir a aprendizagem do
deficiente visual a um mero verbalismo, desvinculado da realidade;
a formacao de conceitos depende do intimo contato do aluno com
as coisas do mundo; e alguns recursos podem suprir lacunas na
aquisicao de informacdes pelo aluno deficiente visual.
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Sa (2007 apud FARIAS, 2011) também afirma que, para
alunos com deficiéncia visual, € indispensavel que os recursos
didaticos possuam estimulos visuais e tateis que atendam as
diferentes condi¢des visuais, promovendo assim uma melhor
comunicagao e integracao entre os alunos, tanto deficientes quanto
videntes. Para tanto, é necessario que os materiais tenham cores
contrastantes, texturas e tamanhos adequados e diferenciados
para que realmente se tornem uteis e significativos, cabendo ao
professor selecionar, criar ou adaptar os tais recursos.

Para o ensino da Matematica, ha alguns materiais
didaticos que podem ser usados para auxiliar as aulas ministradas
para pessoas com DV, tanto para baixa visdo quanto totalmente
cegos. Além disso, segundo Araujo e Marszaukoski (2009, p. 4),
esses “recursos tecnolégicos, equipamentos e jogos pedagogicos
contribuem para que as situagcbes de aprendizagem sejam
agradaveis e motivadoras para alunos com limitacao visual’. Ou
seja, estes sao adaptados para facilitar a aprendizagem conforme
as necessidades especiais desses alunos (BATISTA; MIRANDA,
2015).

Alguns desses exemplos sdo o Braile, o Geoplano, o
Soroban e o Multiplano que seréo descritos nesse artigo.

4 1 Braile

Um dos principais recursos criados para auxiliar as pessoas
com DV foi o Sistema Braile, criado pelo Louis Braille no século XIX
na Franca. O Braile € um sistema criado para auxiliar na escrita
e leitura de pessoas com DV, sendo utilizado 6 pontos de relevo
distribuidos em duas colunas para formar 63 simbolos diferentes
que sdo usados tanto em textos literarios quanto na disciplina de
matematica nas suas simbologias, conforme mostrado na figura 1.
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Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

Figura 1 - Principais simbolos em Braile

Fonte: BRASIL, 2007, p.41-42.

Embora o Braile apresente algumas simbologias préprias
de numeros e simbolos, € necessario adapta-lo em algumas
especificidades da Matematica como, por exemplo, uma simbologia
prépria, tornando um desafio tanto para o aluno quanto para o
professor que usa essas modificacdes para que o aluno compreenda
os conteudos dessa disciplina (BATISTA; MIRANDA, 2015).

4.2 Geoplano

O Geoplano, mostrado na figura 2, € um recurso dinamico
e manipulativo que permite os alunos DV construir, movimentar,
fazer e desfazer, auxiliando na exploracao de recursos geométricos
e algeébricos, além de auxiliar a exploracao espacial, permitindo
comparar, relacionar, discriminar e identificar sequencias em
operacdes de fracdes, simetria, reflexdo, rotacio e translacao, area
e perimetro, com foco voltado a compreensio da abstracido e dos
seus conhecimentos (MACHADO, 2004).
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Figura 2 — Geoplano
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Fonte: ELO7, 2021, p.1.

4.3 Soroban

O soroban, mostrado na figura 3, € um instrumento usado
para realizar calculos de adicao, subtracdo, multiplicacao, divisao
e outras operagdes. Seu uso estimula a habilidade numérica, a
capacidade da concentracdo, da memoria, de raciocinio légico,
da agilidade mental e do processamento das informacdes
ordenadamente (BATISTA; MIRANDA, 2015).

Figura 3 — Soroban

Milhar
Centena

- Dezena
Unidade
Décimo
Centésimo
Milésimo

LIIIIIIlLl
SO ENEN

Fonte: PROFESSORAANGELA, 2017, p.1.
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4.4 Multiplano

O multiplano, mostrado na figura 4, é construido com
uma placa perfurada com linhas e colunas, no qual os furos
possuem mesma distancia. Normalmente, esse recurso € usado
na matematica para auxiliar alunos com DV a assimilarem funcao
e terem nocao de construcao grafica. Nos furos, ha a presenca
de pinos com cabeca planar e circular e, em sua superficie, ha
indicacao numeérica e em algarismo arabico, permitindo que ele
seja manipulavel tanto por pessoas com DV como pessoas que
nao apresentam problemas de visdo (BATISTA; MIRANDA, 2015;
MACHADO, 2004).

Figura 4 - Multiplano

Fonte: MULTIPLANO, 2016, p.1.

Diante do exposto acima, o objetivo do presente artigo é
mostrar a importancia da formacao dos professores de Matematica
e dos recursos didaticos para o ensino de Matematica para alunos
com deficiéncia visual (DV). Os objetivos especificos que permeiam
este estudo sdo: mostrar o quanto a formacdo dos professores
influencia a sua pratica docente; e mostrar quais os recursos
didaticos disponiveis que ajudam os professores de Matematica
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a ensinar os conteudos matematicos para alunos com DV e,
consequentemente, auxiliam na inclusao e aprendizagem desses
alunos.

A pertinéncia do presente trabalho reside no fato de que,
apesar do tema inclusao ser frequentemente abordado e discutido,
a formacao de professores e, especificamente, a formacédo de
professores de Matematica, carece de um maior aprofundamento
no que se refere a saberes relacionados ao ensino dessa disciplina
para alunos deficientes visuais tanto em relacdo aos conteudos
matematicos e sua didatica, quanto relacionados a organizacao da
classe e producao de materiais.

5 Metodologia

Inicialmente, foi realizada uma pesquisa bibliografica sobre
o tema em questao e, posteriormente, uma pesquisa de campo por
meio de entrevistas semiestruturas com professores de Matematica
que ministram aulas no Ensino Fundamental Il e/ou no Ensino
Médio para alunos com deficiéncia visual (DV).

5.1 Participantes

Participaram da presente pesquisa trés professoras de
Matematica de escolas publicas da cidade de Franca — SP que
ministram aulas no Ensino Fundamental Il e/ou no Ensino Médio
para alunos com deficiéncia visual. As professoras foram nomeadas
de Professora 1, Professora 2 e Professora 3.

5.2 Aspectos Eticos

Antes de realizar a pesquisa de campo, o projeto passou
pela apreciacéo do Comité de Etica, para garantir a ndo maleficéncia
da pesquisa e que os sujeitos participantes ndo sejam prejudicados.
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Apods a aprovacgao do projeto de pesquisa pelo Comité de
Etica do Centro Universitario Municipal de Franca (Uni-FACEF),
de acordo a Resolugcao n° 466/12, versao 2012, da Comisséao
Nacional de Etica em Pesquisa do Ministério da Saude, as autoras
do presente artigo entraram em contato com professores de
Matematica, os quais fazem parte do ciclo social das pesquisadoras
e através destes foi indicada uma professora que ministra aulas de
Matematica em uma escola publica para um aluno deficiente visual.
Entdo, entrou-se em contato com essa professora para explicar os
objetivos da pesquisa e convida-la a participar do estudo. Diante da
aceitacdo em participar da pesquisa, foi enviado via WhatsApp o
Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE), o qual deixa
claro sobre o sigilo em relacédo a identificacao da participante e a
garantia de que esta poderia receber esclarecimentos em qualquer
etapa do trabalho, ressaltando que a participante poderia se recusar
a continuar participando da pesquisa, sem qualquer prejuizo a ela.

E imprescindivel ressaltar que o Termo de Consentimento
Livre e Esclarecido (TCLE) foi assinado e apds a assinatura do
termo em questao, foi agendada a entrevista de acordo com a
disponibilidade da participante e das pesquisadoras.

A posteriori, as pesquisadoras realizaram, por intermédio
da técnica de amostragem “snowball”, cuja qual, visa facilitar o
acesso ao grupo da pesquisa, solicitando a participante inaugural
gue indicasse outros(as) professores(as) de Matematica do Ensino
Fundamental Il e/ou Ensino Médio que ministram ou ja ministraram
aula para deficientes visuais e constituintes de seu ambito social,
assim sendo, foi realizado com estes(as) 0 mesmo procedimento
descrito.

Vale salientar que devido ao cenario atual, foi realizada
duas entrevistas presenciais e uma online, via Zoom.
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5.3 Instrumentos

Para a coleta de dados foi utilizado um roteiro de entrevista
semiestruturada contendo 17 perguntas, o qual foi elaborado pelas
pesquisadoras com a ajuda da orientadora e que foi aplicado nas
professoras de Matematica participantes da pesquisa que ministram
aulas no Ensino Fundamental |l e/ou Ensino Médio para alunos
com deficiéncia visual.

5.4 Procedimentos Metodoldgicos

5.4.1 Coleta de dados

A coleta de dados foi realizada por meio de um roteiro
de entrevista semiestruturada, a qual foi agendada em data e
horario de acordo com a disponibilidade das participantes e das
pesquisadoras.

5.4.2 Analise dos dados

Apos a realizacdo das entrevistas, a analise dos dados
foi realizada com a utilizacdo do método qualitativo, visto que sao
perguntas abertas. Para a analise qualitativa dos resultados, as
perguntas abertas s&o classificadas quanto as respostas.

De acordo com os autores Martins e Bicudo (2005), a
metodologia da pesquisa qualitativa deve ser, ao mesmo tempo, de
natureza teérica e pratica. As teorias que o pesquisador aprende
sobre observacdes empiricas e as experiéncias por ele vividas no
processo devem constituir o seu ponto de partida de interpretacio.
Essas duas aprendizagens fornecem a instrumentacdo para
observar e analisar a realidade de modo teérico desde o inicio.

Para a coleta e analise dos dados, os autores dizem que:
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O conhecimento desejado é a esséncia do fendmeno.
Esse fim é alcangado através das descri¢gées ingénuas, ou
seja, nao interpretadas, do mesmo. Assim, as instrugoes
dadas aos sujeitos que falardo sobre o fenbmeno nao
podem sugerir ou indicar o que & buscado (MARTINS e
BICUDO, 2005, p. 36).

A andlise das perguntas abertas foi realizada de acordo
com os quatro momentos do método da analise do fenébmeno,
concebido por Martins e Bicudo (2005), sendo estes:

3.

Ler a descricao, relato ou entrevista do principio ao fim
sem buscar interpretar nada, somente com o objetivo
de ter uma nocao total do que ali esta exposto;

Reler o texto tantas vezes quanto for necessario para
discriminacao das unidades de significados que sao
anotadas diretamente na descricdo, ressaltando a
importancia de que as unidades nao estdo explicitas
no texto Importante lembrar que as unidades de
significado nao estdo prontas no texto, mas existem
somente em relagéo a atitude, disposigao e perspectiva
do pesquisador;

Apos discriminar as unidades de significado € preciso
transformar as descricbes ingénuas feitas pelos
sujeitos em uma linguagem psicoloégica, ou seja,
uma reflexdo para caracterizar, criando categorias de
analise. Nesse passo, 0 pesquisador vai percorrer as
unidades de significado encontradas para expressar o
insight psicoldgico nelas contido;

Sintetizar e concretizar todas as unidades de significado
transformadas em uma descricdo consistente da
estrutura situada do fenémeno.

Apbs elencar em categorias relacionadas ao critério
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de interpretacao as perguntas da entrevista, sera realizada uma
comparacao entre os dois grupos analisados na presente pesquisa,
para que assim seja possivel uma conclusao a partir dos resultados
esperados.

6 Discussao dos resultados

A discussao dos resultados foi elaborada relacionando os
resultados obtidos nas entrevistas semiestruturadas com a teoria,
fazendo assim uma conexao entre a parte teorica e a parte pratica.

6.1 Formacao x Educacgao Especial

Essa categoria tem como objetivo mostrar se durante e/
ou apos a graduacgao das participantes da pesquisa, elas tiveram
uma adequada preparagao para atender alunos com necessidades
educacionais especiais, mais especificamente para lecionar
Matematica para alunos deficientes visuais. A categoria também
tem o objetivo de mostrar a opinido das entrevistadas a respeito
da importancia da formacdo académica para a pratica docente
do professor de Matematica no que se refere aos alunos com
deficiéncia visual.

No que se refere a graduacdo, duas das participantes
afirmaramquetiveramalguns conteudos voltados paranecessidades
educacionais especiais, porém nada aprofundado e nada especifico
voltado para a deficiéncia visual. A outra professora afirmou que nao
teve disciplinas voltadas para esse assunto. Porém, vale ressaltar
que duas entrevistadas, por também terem cursado Pedagogia,
afirmaram terem tido a oportunidade de ampliar e aprofundar seu
conhecimento sobre o0 assunto nesse curso.

Tinha algumas coisas, mas nada muito aprofundado, mas
soube mais na faculdade de Pedagogia. Nao teve nada

26 Revista Matematica e Educacao, (1) (13): 09-38, 2023



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

na formacgao para ajudar alunos com Deficiéncia, por isso
todos os docentes encontram dificuldades e os alunos
com D. V. nao gostam de matematica. (Professora 1)

Teve a disciplina que se chamava Didatica Matematica,
mas nao voltada tanto para alunos com D.V. (Professora
2)

Nao teve, so tive na Pedagogia. (Professora 3)

Em relacao a formacao apés terem se graduado, apenas
uma das professoras afirmou ter feito curso de especializacado na
area de Educacao Especial e curso de especializacao especifico
para o ensino de conteudos matematicos para deficientes visuais.

Fiz pés-graduacéo de Educacao Especial que abrange
todas as disciplinas, foi ai que enfatizei mais sobre os
recursos e os conteudos especificos. E fiz um curso em
uma instituicdo de Especializada em D.V., para ter mais
suporte, aula pratica, estagios, entre outros. [...] curso
de Soroban, curso de Coédigo Matematico em Braille.
(Professora 1)

Na area de educacgao especial nao, fiz especializagéo
na area de matematica mesmo, depois pedagogia.
(Professora 2)

Nao em educacao especial. (Professora 3)

No que se refere a importancia da formacao académica
para a pratica docente do professor de Matematica ao ensinar
alunos com deficiéncia visual, todas as entrevistadas, sem excecao,
afirmaram que a formag¢ao académica é muito importante.

Fundamental na perspectiva de inclusdo, os cursos de
graduacao deveriam investir em capacitagdes de inclusao,
0 que se garante é que o aluno permanega no ensino
regular, mas os professores chegam despreparados.
(Professora 1)
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Importantissima, o professor tem que ter a dindmica, olhar
especial para isso, pois a formagao é muito importante.
(Professora 2)

Formacgéao € a base, as coisas ficam apenas na teoria e
devem ser na pratica. (Professora 3)

Os resultados obtidos na presente pesquisa corroboram
0 que é apontado por Reis, Eufrazio e Bazon (2010) no que se
refere a formacao inicial e continuada dos professores, uma vez
que esses autores pontuam que os docentes carecem de preparo
para atender alunos com necessidades educacionais especiais.

Pimentel (2012 apud MOURA; LINS, 2015) também
enfatiza que a falta de formacdo especifica pode levar a
pseudoinclusao, criando assim barreiras nas atitudes e na pratica
do professor, distanciando-o das reais necessidades dos seus
alunos e gerando certa resisténcia a inclusdo. Sendo assim, para
que a inclusido realmente aconteca, € necessario que a formacao
docente possibilite ao professor habilidades para o respeito e a
compreensao das diversidades.

6.2 Experiéncia e dificuldades enfrentadas frente a alunos
deficientes visuais em salas regulares

Essa categoria tem o objetivo de mostrar a experiéncia
das participantes com alunos deficientes visuais € as maiores
dificuldades enfrentadas por elas no ensino dos conteudos
matematicos para esse tipo de estudante.

Das trés entrevistadas, uma afirmou ter um maior tempo
experiéncia no que se refere a pratica docente com alunos
deficientes visuais. As outras duas pontuaram ter certa experiéncia,
porém por um tempo menor.
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Toda a vida. Trabalhei numa sociedade com pessoas com
D.V,, trabalhei com uma professora cega. A minha vida
sempre foi voltada para o apoio dessas pessoas, ja faz 25
anos. (Professora 1)

Tive uma aluna em 2013, do 2° ano do Ensino Médio. Dei
aula de fisica e tive muita dificuldade para ensinar, tinha
material e a aluna sabia o braille, e utilizava o material que
o governo disponibiliza. Eu nao sabia o braille e tinha uma
professora que sabia e ajudava nessa questdo. Agora
dou aula para o Gabriel, dei aula no 6° 7° e 8° ano e
ele nao sabe o braille, ele faz parte da sala de recurso, a
professora da sala de recurso estava ensinando o braille
pra ele, mas ele ainda ndo aprendeu, as coisas para ele
tém que ser tudo material palpavel. (Professora 2)

Professora 3 - Dei aula para um aluno no 6°, 7° 8° e
dou no 9° 4 anos. Dei EVA para ele manipular, recortei
simbolos para ele manusear.

No que se refere as mudancas provocadas e as dificuldades
enfrentadas pelas professoras em sala de aula regular devido a
presenca de alunos com deficiéncia visual, apenas uma afirmou que
foi necessario fazer mudancgas para conseguir conciliar os alunos
visuais € o aluno D.V. Esta também pontuou que a maior dificuldade
reside na quebra de preconceitos. As outras duas disseram que nao
foram necessarias mudancas, uma vez que sao os amigos de sala
que os ajudam nas tarefas escolares. Também destacaram que a
maior dificuldade esta na falta de recursos didaticos adequados a
deficiéncia dos estudantes em questao.

Na sala regular muda muitas coisas, pois o professor nao
sabe lidar, pois exige estratégias para que consiga conciliar
os alunos visuais e os nao visuais. A maior dificuldade é
quebrar a barreira de preconceito com o aluno que tem
deficiéncia, pois o professor ndo sabe lidar. (Professora 1)

[...] os alunos ja o conheciam dos anos anteriores e nao

provocou nenhuma mudanga. Os alunos o ajudam. Falta
de material e o preparo para essas aulas, para adaptar o
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material, apesar do Gabriel acompanhar a turma, ele nido
consegue ir para o nivel dificil. (Professora 2)

Ele veio de uma escola com os mesmos amigos, € os
amigos cuidam dele. Falta de materiais, de uma professora
de apoio, creio que deveria ter notebooks para esse aluno
conseguir acompanhar o conteudo. (Professora 3)

Brito (2005 apud PRANE; LEITE; PALMEIRA, 2011) em
uma pesquisa realizada sobre os recursos didaticos disponiveis para
alunos com deficiéncia visual constatou que ha uma escassez de
material adaptado. A autora afirma que “existem poucas traducoes
de livros didaticos na linguagem Braille e os materiais didaticos séo
insuficientes [...] Em virtude desse quadro, intui-se que o DV sente-
se excluido da rede regular de ensino” (p. 4).

6.3 Recursos humanos e didaticos para o ensino da matematica
para alunos com deficiéncia visual

Essa categoria tem o objetivo de mostrar os recursos
humanos e didaticos disponibilizados pelo sistema educacional para
0 ensino dos conteudos matematicos para os alunos deficientes
visuais.

Em relagdo aos recursos humanos, ou seja, a ajuda dos
professores de apoio, todas as entrevistadas afirmaram que os
seus alunos com DV ou ja tiveram ou ainda tém algum tipo de
professor extra, seja uma professora de apoio, uma professora da
sala de recursos ou um monitor para auxiliar no processo ensino-
aprendizagem.

Agora tem os professores auxiliares, mas sem formagao
especifica. A sala de recursos tenta fazer o intercambio,
para que o aluno aprenda. (Professora 1)

Ele teve a professora de apoio, mas no 6° ano nao teve
a professora de apoio. Em todos os anos sempre preparo
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as atividades, antes ela mesmo fazia as adequagbes com
os materiais. (Professora 2)

Ele tem uma professora da sala de recursos da diretoria e
um como monitor. (Professora 3)

Ja no que se refere aos recursos didaticos, todas as
professoras ressaltaram que estes sdo muito importantes para
auxiliar no processo ensino-aprendizagem dos alunos com
deficiéncia visual, pois muitos desses recursos permitem que
esses alunos manipulem objetos que facilitam a compreensao
dos conteudos matematicos. Também afirmaram que ja tiveram
que adaptar ou produzir materiais para ajudar na explicacdo dos
conteudos. Porém, apenas uma das professoras disse que faz uso
desses recursos com maior frequéncia. As outras duas participantes
disseram que fazem uso dos recursos com menor frequéncia, sendo
que uma delas alegou que é dificil trazer materiais diferenciados
em todas as aulas, pois as classes sao numerosas € ha muitas
outras tarefas a serem cumpridas pelos professores.

Acredito e muito, pois é o que faz a diferenga, pois séo
com esses recursos que o aluno consegue saber o que é
um grafico. O tempo todo tem que ser produzido materiais,
fazendo adaptagcbes para que o aluno tenha o concreto.
(Professora 1)

Sim, pois o aluno evolui muito mais rapido do que ele ja
sabe, pois se ele tivesse um notebook em maos, teria
mais estimulo. A PA produz materiais e levam para casa
dele ou fazem aulas online. [...] os materiais que prepara
as aulas, carretilha, material de alto relevo. [...] Agora um
pouco menos, fago adaptacdo e a PA que faz as outras
adaptacdes com alto relevo. (professora 2)

Sim, o D. V. s6 consegue entender com o concreto para
manipular [...] como reldgios estragados, para fazer
circunferéncia. [...] Ndo muito, pois temos sala com 40
alunos, muita coisa para fazer e todos os dias nao da para
fazer algo diferenciado. (Professora 3)
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Em relacao aos recursos didaticos disponibilizados pelas
escolas para ensinar Matematica aos alunos deficientes visuais,
duas das participantes afirmaram que as escolas possuem alguns
recursos, mas que nao sao suficientes. Ja a outra professora
acredita que a escola ndo possui e que depende muito mais da
criatividade do professor adaptar e/ou criar tais recursos.

Possuem alguns recursos, doagbes, mas falta a
capacitagao humana. (Professora 1)

Ele tem a sala de recurso que pode frequentar, e tem
a professora da sala, tem a maquina de braille, chegou
materiais para ajudar o aluno, mas n&o sei quais e em
sala de aula nao tem. (Professora 2)

Nao possui, vai da criatividade do professor. (Professora
3)

Os relatos das professoras entrevistadas corroboram
0 que €& pontuado por Sa (2007 apud FARIAS, 2011) sobre a
importancia de os recursos didaticos serem inseridos em situagdes
e vivéncias cotidianas e de que estes devem estimular a exploracao
e o desenvolvimento dos outros sentidos, possibilitando assim uma
aprendizagem significativa. Além disso, o autor também salienta,
assim como as professoras entrevistadas, que, para alunos
deficientes visuais, € necessario que os recursos didaticos possuam
estimulos visuais e tateis que atendam as suas diferentes condicdes,
promovendo assim uma melhor comunicacéao e integracao entre os
alunos.

6.4 A verdadeira inclusdo e o papel do professor frente ao aluno
com deficiéncia visual

Essa categoria tem o objetivo de mostrar a opiniao das
participantes no que se refere ao seu papel enquanto professora
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de um aluno com deficiéncia visual e o que eles acreditam que
seria necessario para que a inclusdao desses alunos realmente
acontecesse de forma adequada.

Duas entrevistadas ressaltaram que seu papel frente aos
alunos com DV é muito importante, sendo que uma delas destacou
0 quao gratificante € quando os alunos avancam, mas também
salientou que se sente frustrada quando percebe que os alunos nao
aprenderam. Ja a outra professora afirmou que se sente incapaz,
pOiS NA0 POSSUi 0S recursos necessarios para ensina-los.

E uma responsabilidade grande e que vocé tem olho e
enxerga e a sua informacao vai depender para saber
ensinar o aluno, pois 80% da nossa informagéao é visual e
o aluno cego nao. (Professora 1)

E uma profissdo muito bonita e importante, mas com D.V.
quando vocé vé que ele teve um avango € uma sensagao
sem igual, mas quando eu saia e ele nao entendia saia
frustrada, pois dou aula para os alunos e sinto que nao
estou sendo 100% preparada, pois precisamos de
preparo. (Professora 2)

Incapaz de realizar algo, pois nao tenho recursos
suficientes. (Professora 3)

Em relacdo ao que as participantes acreditam ser
necessario para que a inclusdo de alunos deficientes visuais
realmente aconteca de adequada, todas pontuaram a necessidade
de uma melhor qualificacao e da disponibilidade de mais recursos.

A formacédo do professor, os recursos voltados para a
sala do ensino regular para esses alunos, formacao do
professor fazer especializagdes. (Professora 1)

Hoje ndo €& uma inclusdo, os professores nao sao
preparados, ndo ha recursos, todos os profissionais sao
despreparados. (Professora 2)

Primeiramente, ver a questdo da qualificacdo dos
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professores e posteriormente os materiais pedagdgicos
especializados. (Professora 3)

O que foi exposto pela fala das participantes também
€ pontuado por Moura e Lins (2015), as quais afirmam que os
professores, de modo geral, ndo possuem a formacao necessaria
para desenvolver um trabalho em uma perspectiva inclusiva, uma
vez que sua formacao inicial € baseada em um modelo tradicional
gue nao os prepara para o trabalho em suas salas de aula regulares
com alunos com necessidades educacionais especiais.

Em uma pesquisa realizada por Reis, Eufrazio e Bazon
(2010), verificou-se que a preparacao dos professores para atender
a alunos com necessidades educacionais especiais € essencial
para que o processo ensino-aprendizagem seja concretizado.
Sendo assim, as autoras afirmam que a implantacao de disciplinas
referentes a educacéo inclusiva na grade curricular dos graduandos
em licenciatura e o investimento em formacgé&o continuada, seja por
interesse do proprio professor, seja por incentivo do governo ou por
instituicées de ensino, é de grande relevancia.

7 Consideragoes Finais

Com todas as informacdes trazidas pelo artigo, pode-se
concluir que a educacao para os deficientes visuais vem sendo
discutida e moldada a muitos anos. E um assunto que evidencia
aspectos importantes, que mostra que existe sim recursos
didaticos capazes de auxiliar no processo ensino-aprendizagem
desses alunos, porém € uma area que necessita urgentemente
de intervencgao, pois por mais que existam leis que garantam uma
educacao de qualidade para esse grupo especifico, ainda assim
observa-se que ndo € isso que acontece na pratica e nota-se
um despreparo muito grande dos profissionais em relacdo aos
deficientes visuais.
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Contudo, é importante que se discuta as causas
relacionadas a esse despreparo, observa-las, identifica-las e corrigi-
las torna-se imprescindivel, pois, como os relatos das entrevistadas
evidenciaram, é preciso investir nos recursos didaticos especificos,
mas principalmente, €& imprescindivel investir na formacéao
dos professores, uma vez que sem a qualificacdo adequada o
profissional se sente impotente e incapaz de oferecer ao aluno o
aprendizado que ele merece.

Com isso, é importantissimo que exista um olhar mais
atencioso para a educacao com os deficientes visuais, tanto dos
governantes quanto da equipe escolar para que a educacao de
qualidade seja oferecida o mais rapido possivel para esses alunos
através do preparo dos professores, dos recursos didaticos e
de toda uma equipe empenhada em contribuir para que esses
alunos realmente desenvolvam o seu potencial e tenham uma
aprendizagem significativa.
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1 Introducgao

O objetivo da educagédo sexual na escola consiste em
colocar professores com um preparo adequado para desempenhar
de forma significativa seu papel, orientando os alunos a superarem
suas duvidas, ansiedades e angustias. Percebe-se que mesmo
com o desenvolvimento da tecnologia, abrindo portas para o
acesso a informacéo, alcangando varias classes sociais, 0 assunto
Educacgao Sexual ainda é visto como um grande tabu na sociedade,
no meio familiar e nas escolas, espago em que poderia ser abordado
este assunto, uma vez que é pautado dentro do curriculo escolar
(ALMEIDA; COSTA; SILVA, 2005).

As questdes relativas a sexualidade ainda provocam
tremores, ja que estamos tratando de um dialogo entre
diferentes geracoes, e 0s pais nem sempre compreendem
gue seus valores e ideias ndo vao mais de encontro as
necessidades de seus filhos. E certo que a preocupacgéo
da maioria dos pais € proteger os filhos de uma vida sexual
frustrante. E muitos talvez os fagam por experiéncia
propria, s6 que a carga de tabus e preconceitos que eles
carregam, criam determinadas imposicbes que acabam
com o dialogo, e prejudicam cada vez mais a relagao
entre pais e filhos (ALMEIDA; COSTA,; SILVA, 2005, p.53).

Para Castro; Abramovay; Silva (2004), além de ser
escasso 0 assunto sobre sexualidade nas escolas, este quando
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e tratado, aborda grande parte do ponto de vista biolégico e nao
leva em consideracao toda parte social, cultural, comportamental e
psicolégica que esta envolvida.

Sabe - se que o Brasil € um pais com caracteristicas
tradicionais e machistas, consequéncia de todo um imperialismo
vivido desde as grandes imigracdes. Segundo Foucault (2004)
o termo sexualidade sofre tanta repressdo e com o decorrer da
histéria, toda essa opressao ganhou forca e mais forma, porque
em tempos remotos, nenhuma crianga e jovem poderiam tocar no
assunto sem incomodar quem estivesse ouvindo. Segundo o autor,
para muitos adultos, falar sobre sexo com criangas e jovens era
uma forma de incentivar ao ato, que independente se era certo ou
errado, o jovem, um dia virando adulto, iria desfrutar do prazer.

Almeida; Costa; Silva, (2005) complementando esta
discusséao ressaltam que sem o acesso a informacdes e orientacdes
sobre sexualidade, jovens, podem ter comportamentos sexuais de
risco e contribuir para a gravidez na adolescéncia ou para infec¢oes
sexualmente transmissiveis.

A desqualificacdo do discurso dos jovens leva a
sociedade a trata-los como individuos que ndo podem
falar por si. Dessa maneira, a midia, a religiao e diversos
campos de conhecimento disputam a hegemonia de uma
discursividade sobre a juventude. Quando Ihes é dada a
palavra, € apenas simbolicamente, uma vez que a fala
€ controlada, selecionada, para conter o perigo que ela
pode advir (SALES, 2001, p. 27).

Almeida; Costa; Silva (2005) ressaltam que falar de
sexualidade vai muito além de falar sobre o ato sexual, para os
autores, é preciso desmistificar essa ideia tradicional e errénea, e
explicar que falar sobre & fazer com que o jovem entenda como
nasceu, conhecer o seu corpo, evitar abusos sexuais, porque
se explicara os limites e cuidados, falar sobre sentimentos e
responsabilidades afetivas com o outro.
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Complementando esta discussao, Leal;, Saito (2000)
abordam esses aspectos, ressaltando a preocupagao com as
situacdes de risco geradas pelo ato sexual e, também, as formas
pejorativas de se tratar o tema.

O exercicio da sexualidade na adolescéncia podera
constituir risco variavel para o projeto de vida e até da
propria vida, bastando para isso lembrar consequéncias
como: gravidez precoce, aborto, AIDS e outras doengas
sexualmente transmissiveis. Quando se considera a
gravidez na adolescéncia, torna-se cada vez mais clara
a importancia da educagao sexual na prevencado de
fatores de risco. Para a realizagao dessa proposta serao
convocados todos os segmentos da sociedade. Mas, se a
meta € educar, informar ou melhor ainda, formar, a escola
destaca-se entre os grupos de referéncia por ser esta a
sua funcao precipua. Alguns principios basicos deverao
ser estabelecidos para que a atuagado dos educadores
tenha éxito. Talvez, dentre eles, o mais importante
seja nao basear a orientagdo sexual apenas no uso de
preservativos e anticoncepcionais, mas, sim, no resgate
do individuo enquanto sujeito de suas agdes, o que
favorece o desenvolvimento da cidadania, do respeito, do
compromisso, do autocuidado e do cuidado com o outro.”
(LEAL; SAITO, 2000, p. 44)

Pensando no papel do professor neste contexto SILVA;
(2016) afirma que o educador deve estar preparado para lidar
com essas questoes, evitando opinides pessoais e reconhecendo
a importancia de se falar sobre o assunto dentro das institui¢cdes.
Para a autora, os professores devem se qualificar, pesquisar e
obter informacgdes para melhor lidar com os discentes de forma
adequada em cada fase do seu desenvolvimento.

Se dentro das escolas a escassez do assunto é um fato,
como podera o jovem, no momento atual, diante de um bombardeio
de informagdes midiaticas e de influenciadores digitais, conseguir
orientacdes responsaveis sobre questdes de sexualidade? Além
disso, sera que apenas o professor de ciéncias é responsavel
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em debater o assunto? Os professores estdo preparados para
responder e ou abordar o assunto de forma empatica, coerente
e inclusiva? O professor de matematica, pode atuar sobre isso?
E como? Sao estas inquietacbes que justificaram a busca deste
estudo.

Neste sentido, sendo professor de matematica ou de
qualquer outra area, os processos de formacao e qualificacido
para trabalhar temas relacionados a sexualidade humana sao
necessarios e importantes para lidar com situacdes que virdo dentro
de uma sala de aula.

este estudo teve por objetivo possibilitar uma reflexao
sobre o papel do professor de matematica no contexto da educacéao
sexual na escola, além de compreender o que € educacao sexual;
compreender como funciona o debate sobre sexualidade no meio
escolar; discutir o papel do docente no processo de educacgao
sexual e identificar as possibilidades do professor de matematica
trabalhar com o tema.

Este estudo foi uma revisdo narrativa que objetivou
conhecer o que a literatura discute, sobre como a educagao sexual
€ abordada no contexto escolar e o que o professor de matematica
tem a ver com isso.

Apesquisabibliograficafoirealizadaemfontesreconhecidas
de dados, tais como, Scientific Eletronic Library Online (SciELO),
Literatura Latino Americana e do Caribe em Ciéncias da Saude
(LILACS), periddicos de licenciatura, livros, que deram dar suporte
tedrico ao tema. A busca do material tedrico se deu pelas palavras
chaves: Educacdo Sexual, Sexualidade Escola; Matematica e
Educacao Sexual; Formacao do Professor e Educacao Sexual.

Algumas questdes norteadoras foram formuladas para
embasar a elaboracdo desse trabalho “se dentro das escolas a
escassez do assunto € um fato, como podera o jovem, no momento
atual, diante um bombardeio de informacdes midiaticas e de
influenciadores digitais, conseguir orientagdes responsaveis sobre
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questdes de sexualidade? Além disso, sera que apenas o professor
de ciéncias é responsavel em debater o assunto? Os professores
estdo preparados para responder e ou abordar o assunto de forma
empatica, coerente e inclusiva? O professor de matematica, pode
atuar sobre isso?

Portanto este estudo traz a compreensao da educacéao
sexual no contexto escolare a participagcdo do docente de matematica
neste contexto, a fim de trazer em pauta a importancia do assunto
e possibilitar ampliar esse processo educativo tdo necessario ao
jovem na contemporaneidade, buscando comportamento sexual
mais responsavel, afetivo e saudavel.

2 Educacao Sexual

Educacao sexual é otermo utilizado paranomear o processo
gue busca proporcionar conhecimento e esclarecer duvidas sobre
o assunto sexualidade, que envolve o conhecimento do préprio
corpo, sentimentos, desejos e anseios, sexo, prote¢ao, orientagcao
sexual, prevencdo de infecgdes sexualmente transmissiveis e a
gravidez na adolescéncia (MAIA; RIBEIRO; 2011).

A educacao sexual na escola deve ser um processo
intencional, planejado e organizado que vise proporcionar
ao aluno uma formagdo que envolva conhecimento,
reflexdao e questionamento; mudanca de atitudes,
concepcbes e valores; producdo e desenvolvimento
de uma cidadania ativa; e instrumentalizacdo para o
combate a homofobia e a discriminagao de género (MAIA;
RIBEIRO, 2011, p. 13).

Ribeiro; Reis (2007)apontam que, tempos atras, trabalhava-
se a sexualidade nao porque se acreditava ser esta importante para
o desenvolvimento integral do individuo, mas porque as pessoas
comecgaram a ter a visdo de que a educacao sexual deveria ser
discutida de uma forma que tratasse dos problemas que estavam
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aparecendo, na época como: a gravidez na adolescéncia, 0 uso
de drogas por adolescentes e devido a preocupacido de pais e
educadores com o0 avango e aparecimento da AIDS, que comegava
a ameacgar também aos jovens e mudar todos os conceitos e
maneiras de vivenciarem a propria sexualidade.

A Organizacao das Nacdes Unidas (ONU, 2007) considera
que a educacao sexual esta relacionada a promocgao de direitos
humanos — direitos das criangas e jovens e o direito que toda
pessoa tem a saude, educacio, informacédo e nao discriminacio.
Por isso, a ONU é favoravel a implementacédo de um curriculo para
educacéao sexual nas escolas:

Educagao sexual € um programa de ensino sobre os
aspectos cognitivos, emocionais, fisicos e sociais da
sexualidade. Seu objetivo é equipar criangas e jovens
com o conhecimento, habilidades, atitudes e valores que
0s empoderem para: vivenciar sua saude, bem estar e
dignidade; desenvolver relacionamentos sociais e sexuais
respeitosos; considerar como suas escolhas afetam o bem
estar proprio e dos outros; entender e garantir a protecao
de seus direitos ao longo da vida (UNAIDS, 2018, p. 17).

Pontes (2011) aponta como definicdo de sexualidade a
“qualidade do que é sexual”, sendo sexual o que é “relativo ao sexo;
gue tem sexo; que caracteriza o sexo”. Aautoratambém traz recente
edicao do Dicionario da Lingua Portuguesa que define sexualidade
como as “caracteristicas morfologicas, fisiolégicas e psicologicas
relacionadas com o sexo”. Mas nao foi apenas nas paginas dos
dicionarios que o conceito de sexualidade se transformou e
evoluiu. Segundo a autora, esse conceito tem sofrido inumeras e
profundas metamorfoses ao longo do tempo, acompanhando as
transformacodes histéricas e sociais e impulsionando muitas delas.

Definir sexualidade resulta, pois, numa tarefa
extremamente complexa. De facto, a sexualidade, dada
a importadncia que assume no contexto da existéncia
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humana, surge imbuida num intrincado conjunto de
dimensdes, problematicas e disciplinas diversas que se
dedicam ao seu estudo. Nao pode ser de forma alguma
perspectivada como imutavel, quer em termos pessoais
quer em termos sociais ou historicos. Isto porque, por um
lado, a sexualidade varia de forma significativa ao longo
do ciclo de vida, podendo ser experienciada de forma
diferente em fungdo da idade, classe, etnia, capacidade
fisica, orientacao sexual, religido e regiao (PONTES,
2011, p.24).

Para a autora, nenhuma educacgao sexual visa ensinar ou
estimular que os alunos pratiqguem algum tipo de ato sexual em si.

Figueiré (2010) aponta que a educacgao sexual amparada
no resgate histérico e cultural também sustenta a abordagem
definida como emancipatoria ou libertadora, que reconhece a tal
estratégia como instrumento de busca de felicidade e transformacéao
dos padrdes de relacionamento sexual.

Para a autora, nesse entendimento, o educador nao
deve limitar-se ao conhecimento de informacdes cientificas
descontextualizadas da realidade em que vivem os sujeitos.,
devendo ter uma abordagem emancipatéria que valoriza tanto o
aspecto informativo quanto o formativo, considerando o contexto
em que vivem os sujeitos, com vistas a auxiliar a compreensao
das normas sexuais como construcao social, atentando-se para o
respeito a diversidade sexual e de género e para o alcance dos
direitos sexuais e reprodutivos, possibilitando, assim, uma vivéncia
da sexualidade com liberdade e responsabilidade.

Para Althusser (1985) apud Fernandes; Correira; Lages
(2016), em pleno século XXI € comum deparar-se com duvidas
dos mais diversos graus acerca dos temas envoltos na Educacao
Sexual. Para as autoras, por se tratarem de adolescente em todo
o vigor da puberdade, sempre estao repletos de questionamentos,
onde inuUmeras vezes nao tem o apoio familiar, incumbindo aescola o
papel de esclarecer tais duvidas. Contudo, muitas instituicdes ainda
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se fundamentam na concepg¢ao de que este tema deve ser debatido
exclusivamente no seio familiar, ndo nas salas de aula, evidenciando
que a qualidade da instrugdo educacional esta corrompida, ja que o
ensino reproduz praticas coercivas e repreensivas (ALTHUSSER,
1985, apud FERNANDES; CORREIRA; LAGES, 2016).

Portanto, segundo ressaltam Fernandes; Correira; Lages
(2016) educar sexualmente é competénciade todos. Paraas autoras,
€ preciso contextualizar, debater e disseminar conhecimentos sem
incluir crengas pessoais, proporcionando uma reflexao coerente, e
nNao uma coergao ou repreensao, buscando uma formacgao social e
pessoal dos adolescentes, reduzindo a distorcao e vulgarizacao de
informacdes tao essenciais.

3 Sexualidade e a Escola

O debate sobre sexualidade no meio escolar € de extrema
importancia para preparar jovens e adolescentes para uma vida
sexual segura e saudavel e cuidar do seu préprio corpo e bem estar.

Saito, 2008 apud Vieira; Matsukura (2017) destacam que
a escola, enquanto grupo de referéncia e espaco de significativa
importancia no processo de constru¢ao do ser humano, tém muitas
potencialidades para que sejam trabalhadas com os adolescentes,
questdbes como sexualidade, drogas, projetos de vida, entre
outras, valendo-se do respeito a autonomia e reconhecimento das
capacidades dos adolescentes.

As autoras destacam que as praticas de educacao sexual
nas escolas podem promover o dialogo, a troca de experiéncias e
informacdes, maior autonomia quanto ao exercicio da sexualidade
e podem contribuir positivamente com a saude integral dos
educandos e reduzir as possiveis consequéncias indesejaveis
advindas das vivéncias sexuais.

Biancon (2009) aponta que de acordo com a legislacao
educacional brasileira, a educacéo é proposta como um processo
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global que visa a formacéao integral do educando, devendo incluir,
portanto, a Educacéo Sexual como parte de um processo intencional,
mesmo que o0s valores sociais, éticos e politicos relacionados com
a sexualidade estejam presentes nas relagdes interpessoais de
forma nao intencional.

Para Maistro; Oliveira (2007) embora haja um numero
significativo de trabalhos na perspectiva de subsidiar os educadores
quanto a abordagem da educacao sexual, ainda, segundo as
autoras, observa-se que sido poucas as escolas que incluem
em suas praticas um projeto desta natureza. Quando incluem,
baseiam- se em palestras de psicélogos, enfermeiros e/ou médicos
e a fixar nos corredores, cartazes informativos sobre campanhas
de prevencao de DST/AIDS, gravidez na adolescéncia e métodos
contraceptivos. Para as autoras, essas acdes nao suficientes para
esclarecer as duvidas e compreender as multiplas expressdes do
tema.

Falar sobre sexualidade por si sé ja € um desafio, as
resisténcias sao muitas, exigindo de todos os envolvidos
revisarem conceitos, superar preconceitos e estereétipos,
olhar reflexivamente sobre a propria sexualidade, lidar
com tabus, medos vergonha (MAISTRO; OLIVEIRA,
2007, p.2).

Para Maistro; Oliveira (2007) os projetos escolares para
discutir o tema da sexualidade podem ser desenvolvidos a partir
de qualquer iniciativa: de uma professora, de um grupo, ou de uma
politica publica; entretanto, o autor ressalta que qualquer que seja
a origem dessa iniciativa parece imprescindivel que o projeto se
sustente e se desenvolva de modo independente para se ajustar
as caracteristicas dos problemas enfrentados pela escola no que
tange a sexualidade.
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Quanto mais a escola desenvolver projetos relacionados
com os problemas contextuais da sexualidade, mais
garante a sua continuidade e sustentabilidade, legitimando
o projeto na pratica. Mas, € essencial que, professores,
alunos e pais mantenham um dialogo permanente, que
haja a conscientizagao de que sexualidade é um fato que
deve ser tratado e construido ao longo da vida e que é
necessario a formagao especifica aliada ao conhecimento
cientifico dos educadores para nortear as propostas
contidas no projeto de Educacao sexual (Maistro; Oliveira,
2007).

Varios curriculos escolares mal abordam o tema e quando
abordam é de forma pouco profunda, tratando - se muita das
vezes sobre a parte biologica, desconsiderando toda parte social
e cultural. Do mesmo modo, sobre as politicas publicas que se
debrucam sobre a elaboracido dos materiais didaticos utilizados
no ensino publico fundamental e médio, no que tange a tematicas
em sexualidade mais relacionadas as questbes subjetivas e
socioculturais, considera-se que a efetiva inclusdo nos curriculos
ainda permanece no plano ideolégico e revela-se distanciada das
praticas (RIOS; SANTOS, 2008).

De acordo com Maia; Ribeiro (2011) uma educacao
sexual adequada deveria fornecer informag¢dées e organizar um
espaco onde se realizariam reflexbes e questionamentos sobre
a sexualidade. Deveria esclarecer sobre os mecanismos sutis de
repressao sexual a que estamos submetidos e sobre a condigao
histérico-social em que a sexualidade se desenvolve e ajudar as
pessoas a ter uma visdo positiva da sexualidade, a desenvolver
uma comunicagdo mais clara nas relagbes interpessoais, a
elaborar seus préprios valores a partir de um pensamento critico,
a compreender melhor seus comportamentos e o dos outros e a
tomar decisdes responsaveis a respeito de sua vida sexual.

Complementando, Furlanetto (2019) acrescenta a
necessidade de avangos na area da educacgao sexual nas escolas
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brasileiras, uma vez que suas acbes ainda estdo pautadas em
um tratamento moral e pedagégico. Para a autora, € importante
reconhecer que algumas praticas vém sendo desenvolvidas e que
ha um esforco por parte de profissionais, especialmente os da
area da saude, para abordar a tematica no contexto escolar, mas
ainda sao muitas as barreiras que impedem a consolidagcdo das
praticas previstas nos PCN, as quais precisam ser reconhecidas e
superadas.

4 O Papel do Docente no Processo de Educagao Sexual

O papel do docente & primordial no processo do ensino
sobre educacgao sexual. Acreditando emuma formagao de qualidade,
o professor € quem influencia a vida do aluno diretamente, ja que
passamos dias da semana com cada um deles, € um contato direto.
Por isso, € de extrema importancia debater e refletir assuntos tao
importantes, que talvez nao seriam abordados dentro de casa.

Dessa forma, Ribeiro; Reis (2007) ressaltam que a escola,
guerendo ou ndo, depara-se com situacdes nas quais € chamada a
intervir. Para os autores, seja numa brincadeira entre os colegas ou
nos desenhos que ficam pelas portas e paredes dos banheiros, a
sexualidade se apresenta no cotidiano da escola e dependendo da
visdo destes diante o tema, o trabalho podera vir numa abordagem
mais conservadora ou progressista.

Para Figueiré (2010), ainda ha restricdes nos conteudos
abordados nas praticas e segundo a autora estas restricbes estao
relacionadas ao fato da sexualidade permanecer como um tabu
para muitos profissionais, bem como a valores morais e religiosos e
também a falta de preparo na formacao académica para o trabalho
de educacao sexual.

Para Quirino; Rocha (2012) na percepcdo docente
a educacao sexual, vinculada aos aspectos informativos e
associada ao bom senso, € a chave principal para estimular nos/

Revista Matematica e Educacao, (1) (13): 39-57, 2023 49



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

as adolescentes comportamentos sexuais classificados como
saudaveis e responsaveis. Os autores sinalizam, ainda, a mudanca
de paradigma quanto ao tratamento que a sociedade atribui a
sexualidade, o qual, nos dias atuais, perde seu status de tabu, uma
vez que as vivéncias e praticas sexuais tém conquistado maior
liberdade de expressédo. Essa liberdade pode estar relacionada a
maior abertura de dialogo sobre sexo, exposicao midiatica de temas
relacionados a sexualidade, desvinculacao do prazer e maternidade,
aumento das expressdes sexuais e erotizacao precoce (QUIRINO;
ROCHA, 2012).

Osautoresaindaapontamqueostemas, paraodesempenho
de uma educacao sexual na atualidade, ainda ficam concentrados
em torno de mitos e tabus sexuais de base fisiopatoldgica e/ou
epidemiolégica. Além disso os autores ressaltam que o trabalho
e a pratica docente configuraram-se como verticalizados e
descontextualizados dos aspectos histdricos e socioculturais,
estando centrados no ensino com pouca diversificacao de recursos
e estratégias didaticas e pedagdgicas, o que gera pouco impacto
na clientela estudantil.

5 O Professor de Matematica e Educacao Sexual

Muito se questiona sobre quem aplica o estudo sobre
educacao sexual, logo vem em mente o professor de ciéncias, mas
porqué nao de outras areas? A educacéo € interdisciplinar e dentro
da matematica, é possivel trabalhar varios assuntos.

Barreto (2007) aponta que em contraposicdo ao ensino
tradicional, surgiram nas ultimas décadas, diversas propostas
pedagdgicas que buscam evidenciar o papel ativo do aprendiz e
compreender os processos que estes utilizam nas transformacoes
necessarias para o aprendizado. Para a autora €& necessario
repensar a relacdo do aluno com a disciplina assim como o papel
do professor, &€ necessario buscar uma aprendizagem que se apoie
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sobre a atividade intelectual do aluno, ndo sobre a memorizacao,
nem sobre a aplicagdo de saberes cujos sentidos nao sao
verdadeiramente compreensiveis.

Nessa perspectiva, Barreto (2007) afirma que os
documentos do MEC apontam como sugestdo a articulacdo entre
as disciplinas escolares e os temas transversais e, entre eles, a
Educacéao Sexual.

Neste sentido, D’Ambrosio; Rosa (2016) apontam que ha
uma metodologia muito utilizada e bastante eficiente, conhecida
como Etnomatematica que apresenta outros entendimentos sobre
a educacao matematica e que emergiu em meados dos anos de
1970, no Brasil, por Ubiratan D'Ambrésio. Cada grupo cultural
desenvolve e constrdi a sua matematica em seu processo de leitura
do mundo.

Etnomatematica trata-se de uma postura didatica que
busca uma melhoria no processo de ensino-aprendizagem
da disciplina com a incorporacdo no curriculo matematico do
conhecimento advindo da vida do aluno e de valores humanos,
como, por exemplo, a cooperagdo, a solidariedade e a ética.
Sao conhecimentos que promovem a valorizagao e o respeito as
maneiras diferentes que a humanidade utiliza diariamente para
explicar, entender, compreender e lidar com as situagdes-problema
enfrentadas no cotidiano (D’AMBROSIO; ROSA, 2016)

Para Rosa Neto (2002) apud Schwantes (2019) existe uma
significativa relacdo entre a matematica e a cultura, ambas como
resultado de uma a adaptacao social em fungao das necessidades
de sobrevivéncia através dos tempos, representando um legado
empirico, sistematico e cientifico.

Os povos tém uma cultura [etno], lidam e explicam sua
prépria cultura [matema], no entanto, cada qual do seu
jeito e de sua forma [tica]. Desta constatagédo resultou
a denominagao etnomatematica, que por sua vez, leva
em conta as explicagdes préoprias das comunidades,
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gotejando-as com as formas universais de conhecimento.
E fato que toda crianca antes de chegar na escola sabe
lidar perfeitamente com a sua realidade, a qual se encontra
em permanente evolucdo. A etnomatematica mexe com
a curiosidade da criangada, volta-se em primeiro lugar,
para o ambiente onde ela vive, cumprindo sobremaneira
uma tarefa que a escola vem esquecendo (D’AMBROSIO,
1993 apud SCHWANTES, 2019, p.5).

Neste sentido trazer um conteudo centrado nas
expectativas e perspectivas do aluno o faz se sentir mais seguro da
propria capacidade de construir conhecimentos matematicos, e de
outros conteudos na busca de solucdes para os problemas que ele
encontra dentro do seu cotidiano que podem ser sobre aspectos da
sexualidade humana.

Complementando Flach; Kopzinski (2016) ressaltam que
as situacdes problemas discutidas em sala de aula ndo devem ser
trabalhadas no objetivo de atingir apenas determinados conteudos
matematicos, mas também discutir e compreender questdes
politicas, sociais e culturais. Para as autoras, as discussdes acerca
dos estudos de géneros, as questdes discriminatérias, o estudo das
diferentes formas de entender e vivenciar a sexualidade, o respeito
com o outro, a seriedade e entendimento da importancia do estudo
da tematica sexualidade feita pelos alunos, entre outras questdes
abordadas, tudo isso fez parte do curriculo de matematica.

Penso ser esta uma matematica repleta de sentidos,
uma matematica utilizada como ferramenta para a
compreensao e comunicagao no mundo em que vivemos,
uma matematica que nao existe por si s6, mas que esta
inserida em um contexto, que faz parte da vivéncia, do
dia-a-dia do aluno, uma matematica com significado
(Flach; Kopzinski, 2016, p.13).

Para tanto, Barreto (2007) aponta que a escola
desempenha um papel importante na educacéo para a sexualidade
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e que o trabalho de orientagdo sexual pode contribuir para a
prevencao dos diversos problemas, inclusive ligados a gravidez
precoce. No entanto, para a autora, apesar destas diretrizes,
ha ainda uma precariedade com que a escola vem assumindo
a sua responsabilidade nestas questbes e as dificuldades de
implementacdo de acbes inovadoras no contexto escolar. Além
disso, Barreto (2007) aponta que os estudantes tém interesse em
tratar dos assuntos ligados a sexualidade no ambiente escolar, mas
gue as informacgdes que possuem sao insuficientes e de qualidade
duvidosa.

Para Guse; Waise; Esquincalha (2020) os futuros(as)
professores(as) de matematica poderao contribuir para que a escola
proporcione uma educacao equitativa para todos(as). Os autores
apontam a necessidade de discutir e ser anti todo e qualquer
discurso vigente que discrimine, segregue ou exclua qualquer
pessoa por sua diversidade de género ou sexual, e segundo os
mesmos deve ser também discutido nos contextos da familia e da
escola e nas salas de aula de quaisquer disciplinas, incluindo as de
matematica.

Portanto, de acordo com Guse; Waise; Esquincalha (2020)
a formacao do professor de matematica deve abranger discussoées
sobre as questdes de género e sexualidade para que estes possam
aprender a reconhecer e trabalhar com seus alunos que nao fazem
parte do padrao hegeménico da sociedade, lidando com situacdes
preconceituosas e discriminatdrias nos ambientes escolares e nio
sendo reprodutores dessas agoes.

6 Consideragoes Finais

Conforme observado no decorrer do trabalho, entendendo
0 que € educacao sexual, o estudo sobre sexualidade, nota - se a
importancia do assunto ser bem trabalho nas escolas, com o intuito
de esclarecimento e reflexao. Nao sé recorrendo a parte biolégica,
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qgue nao deixa de ter sua importancia, mas trazendo toda parte
social e psicoldgica que séo grandes bagagens para o processo.
Recorrendo ao papel da escola e dos professores,
especialmente o professor de matematica, este artigo confirma
a importancia da preparacido desse profissional, assim como
docentes de outras areas, para atuar na orientacido da educacao
sexual e assim evitar problemas como gravidez na adolescéncia,
infeccbes sexualmente transmissiveis, reconhecer algum tipo de
abuso ou assédio, ter esclarecimento sobre o corpo e seus limites.
E muito superestimado o trabalho dos professores na area
de exatas, como no caso o professor de matematica, mas entende -
se a grande importancia de sua participacao, usando a metodologia
etnomatematica, que visa trazer todo o contexto social e cultural
do aluno para a aplicagdo do conteudo. Pode - se trabalhar com
enunciados bem elaborados no campo de estatistica, por exemplo.
Ser professor, € ir além do que explicar a matéria a classe,
ele é influenciador direto, muita das vezes convivendo mais com o
aluno do que a propria familia, € dever social e responsabilidade
encarar isso de forma com que as circunstancias sejam positivas
para o aluno. O professor sendo assim porta voz de muitos assuntos.
Nota - se a relevancia de unir - se o util ao agradavel, de
acesso a informacao, com a capacitagao do docente e aplicagdo do
assunto. Varios alunos nao estarao salvos da ignorancia, por assim
dizer, podendo refletir sobre o tema.
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1 Introducgao

Uma grande complexidade de estruturas do mundo
real pode ser representada subjetivamente por meio de grafos.
Os grafos séo representacdes abstratas poderosas e flexiveis,
possuem caracteristicas especificas em diferentes areas.

Segundo Feofiloff (2013), grafos sdo um bom modelo para
muitos problemas de matematica, de computacao e de engenharia.
Afirma ainda, que a teoria dos grafos nao € propriamente uma teoria,
mas uma colec¢ao de problemas os quais apresentam interessantes
desafios intelectuais e tém importantes aplicacbes praticas.

Grafos surgiram em 1736, com um problema da época,
conhecido como o Problema das sete pontes de Kénigsberg, criado
pelos préprios habitantes da cidade. Grafos estao interligados com
a matematica e com varias areas, taiscomo: sociologia, biologia,
computacao, jogos, cinematografica etc., apesar degrafo estar
presente em diferentes areas, ele possui importancias especificas
dentro de cada uma.

Grafos sao estruturas discretas que podem ser utilizadas
na representacido e resolucido de varias classes de problemas
algoritmicos. Por exemplo, existem os “problemas de decisao” cujo
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objetivo consiste em decidir a resposta sim ou nao a uma questéo;
os de “localizacao” em que o objetivo é localizar certa estrutura
e que satisfaca um conjunto de propriedades dadas e os de
“otimizacao” que envolve critérios de maximizacdo e minimizacao.
Os algoritmos associados a esses problemas permitem verificar
a existéncia de caminhos para ir de um objeto a outro seguindo
determinadas conexdes.

Um grafo pode ser uma espécie de mapa rodoviario, os
vértices sao as cidades e as arestas sdo estradas de mé&o dupla que
ligam as cidades; ou uma rede de distribuicao de energia elétrica
interigando em casas. Na web, os vértices sao representados
pelas paginas, e as arestas pelos hiperlinks de uma pagina para
a outra. Nas redes sociais obtém-se grafos por meio de ciclos de
amizades distintas, por exemplo, o A€ amigo de B, D, e G, mas o B,
nao € amigo de D e G, através do A o B comeca a ter uma relacao
mesmo que indireta com D e G, pois ambos possuem uma amizade
em comum com A. Outros exemplos poderiam ser expostos, mas
o essencial é ter a percepcao que os grafos estao presentes em
inumeros contextos.

O objetivo esse trabalho € abordar os algoritmos de Dijkstra
e Floyd-Warshall para resolugido de problemas que procuram os
menores caminhos cujas solugdes podem ser modeladas com
grafos. Tais algoritmos nos ddao um caminho menor por meio de
matrizes de adjacéncia e de incidéncia e devido a isso, serao
abordadas também

O Algoritmo de Dijkstra (E.W. Dijkstra) € um dos algoritmos
gue calcula o caminho de custo minimo entre vértices de um grafo.
A partir do vértice escolhido como origem da busca, este algoritmo
calcula o custo minimo deste vértice para todos os demais vértices
do grafo. E simples e com um bom nivel de desempenho, mas néo
garante, a exatidao da solucéo caso haja a presenca de arcos com
valores negativos. Este algoritmo parte de uma estimativa inicial
para o custo minimo e ajusta sucessivamente este calculo. Ele
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avalia que um vértice estara fechado quando obtiver um caminho
de custo minimo do vértice tomado como origem da busca ate ele,
caso contrario sera dito estar aberto.

O algoritmo de Floyd-Wharshall calcula os caminhos mais
curtos entre todos os pares de vértices de um grafo direcionado e
ponderado que eventualmente possua arcos com peso negativo,
mas que nao possua ciclos de custo negativo escolhido um vértice
como raiz da busca, este algoritmo calcula o custo minimo deste
vértice para todos os demais vértices do grafo. O algoritmo pode
ser usado sobre grafos orientados (digrafos), ou nao.

2 Grafos
2.1 Desenvolvimento Historico

Grafos (BOAVENTURA NETTO/JURKIEWICZ, 2009,
pag.1,2.) surgem em 1736, por intermédio do problema das Sete
pontes de Koénigsberg, cidade que foi erguida entre o rio Pregel,
onde existem duas ilhas e para ajudar a passagem das pessoas
e do transporte de cargas, foram construidas sete pontes em
diferentes locais como mostra a Figura 1.

Figura 1 — Representacao de Konigsberg

Fonte: Wikipedia, 2021, online.
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Os habitantes queriam saber se era possivel fazer um
percurso partindo de uma origem e retornando a ela mesma,
passando por todas as pontes uma unica vez. O matematico
suico Leonhard Euler (1707-1783), foi o primeiro que conseguiu
desenvolver uma solucédo para o tal problema e provar que nao
era possivel realizar o percurso dentro das prescricbes que os
habitantes sugeriram, além de criar um diagrama para representar
a cidade e generalizar o problema (GONSALVES, 2007, p 14).

2.2 Definicdes de Grafo

Grafos € uma representacédo subjetiva formada por dois
conjuntos: vertices, conhecidos também como ndédulo ou nds e
arestas também chamadas de arcos.

Uma grande complexidade de estruturas do mundo real
pode ser representada subjetivamente por detras deles. Qualquer
aresta € um par ndo ordenado de vértices, isto €, um conjunto com
exatamente dois vértices. Imaginem que um grafo seja uma espécie
de mapa rodoviario, os vértices sdo as cidades e as arestas séo
estradas de mao dupla que ligam as cidades.

Um grafo é por um par (V, A), onde V é o conjunto de
vértices e A o conjunto das arestas que interligam os pares de
vértices.

Quando apenas € admitida no maximo uma aresta entre
dois nos, diz-se que o grafo € simples. Os vértices ligados por
uma aresta chamam-se adjacentes, como mostra a Figura 2. A
aresta que emenda dois vértices denomina se incidente a cada
um dos vértices, como na Figura 3.
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Figura 2 - Os vértices X e Y s&o adjacentes

x \:/
o= —g

Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 3 - Aaresta ‘a’ é incidenteem Xe Y

X a Y
ﬁ

Fonte: Elaborado pelos autores.

O numero de arestas incidentes no vértice expressa o
grau desse vértice. O grau maximo do grafo € o maior dos vértices
(X(G)), por consequéncia o grau minimo (Y(G)) € o menor. Na
Figura 4 o vértice X tem trés arestas incidentes, logo o grau é 3. Os
vértices Z, W e Y tem uma aresta incidente, sendo assim, ambos
sao grau 1. Dessa forma, o grau maximo do grafo &€ 3 e o minimo
ée1.

Figura 4 - Grau maximo do grafo € 3 e o minimo &€ 1

X C

Z
D

Y

Fonte: Elaborado pelos autores.

Um segmento de vértices em que os vértices sucessivos
estdo ligados pelas arestas do grafo refere-se a um caminho.
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Figura 5 .

v

Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 6

Fonte: Elaborado pelos autores.

Os vértices T-U-V-W-X-Y-Z ilustrados na Figura 5 formam
um caminho encontrado no grafo G da Figura 6.

Outras concepcgdes de grafos sao de que o conjunto dos
vértices pode ser infinito, e nesse caso € chamado de grafo infinito.
No momento em que existir mais de uma aresta entre o mesmo par
de vértices, tem-se as arestas multiplas e quando ha uma aresta
gue conecta no mesmo no, chamase lago.

Os nds podem ser representados de inumeras formas. A
Figura 7 ilustra um grafo colorido nao dirigido.
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Figura 7 - Grafo colorido n&o dirigido

(B—©)

(H—®

Fonte: Wikipedia, 2021, online.
2.2.1 Digrafos ou grafos dirigidos

Além do grafo, existe o conceito de digrafo. A distincao
entre os conceitos consiste no fato de que as arestas do grafo séo
simplesmente formadas por dois vértices, enquanto que no digrafo,
as arestas possuem um vértice inicial e um vértice final (arestas
dirigidas).

Quando as arestas de um grafo tiverem orientagao,
chamamos de grafo dirigido ou digrafo e quando nao tiver
direcdo chamamos de grafo nao dirigido ou simplesmente grafos.
Grafos orientados, ou digrafos s&o utilizados quando suas arestas
sao direcionadas, como € o caso do grafo das Figura 8. Pode-se
perceber que as arestas que ligam os vértices tém indicagcdes de
onde saem e para onde vao, simbolizando que nao é possivel fazer
o caminho contrario.

Figura 8 - Grafo dirigido ou digrafo

z

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Em grafos orientados, o grau de entrada de um vértice é o
numero de arestas que entram no respectivo vértice V e € definido
por d-(v), e o de saida € o numero de arestas que saem do vértice
em direcdo a outros, definido por d+(v). O vértice é chamado de
fonte quando o grau de entrada é igual a zero e sumidouro quando
o grau de saida for a igual a zero.

Os grafos ponderados, sdo aqueles que além da
orientacdo recebem valores ou pesos para suas arestas, como
ilustrado na figura 9.

Figura 9 - Grafo ponderado

Fonte: Elaborado pelos autores.

2.3 Representagao de grafos por matrizes ou tabelas

Nesse modelo de representagao criam-se vetores para
cada vértice, em que os elementos desses vetores demonstram as
ligacbes entre o vértice representado pelo vetor e cada veértice que
possui o grafo.

Para representacao de grafos, as formas mais comuns
sao: matriz de adjacéncias e de incidéncia.

Dado um grafo (G) = (V, A) pode se obter desse grafo uma
matriz, utilizando-se um grafo nao orientado, obtém-se uma matriz
de adjacéncia.
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2.3.1 Matriz de adjacéncia de grafos nao orientados

Uma matriz M de ordem N x N, para um grafo n&o orientado
é tal que:

« N = ao numero de vértices;
« M(i,j)=1seexistirarestas de i a j;
* M(i, j) = 0 se ndo existir arestas de i a j.

Exemplos:

Figura 10 - Grafo ndo orientado

w dx

Fonte: Elaborado pelos autores.

Tabela 1 — Para a obtencao da Matriz de adjacéncia do grafo nao
orientado da figura 10.

vV W X Y Z
1 o 1 1
1 0 1 1

o o

1 0 1
1 1 1 0 1

N < X s <
o

1 0 0 1 0

Fonte: Elaborado pelos autores.
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01 0 1 1
1 01 1 0
Ou na forma matricial=*M=10 1 0 1 0
1 1 1 0 1
1 0 01 O

2.3.2 Matriz de adjacéncia e de incidéncia de digrafos (grafos
orientados)

Utilizando-se um grafo orientado, pode-se obter uma
matriz de adjacéncia e uma matriz de incidéncia.

2.3.2.1 Matriz de adjacéncia M de ordem N x N, para um digrafo
(grafo orientado)

« N =ao numero de vértices;
« M(i,]j) =1 se existir arestas de i a |;
* MJ(i, j) = 0 se ndo existir arestas de i a j.

Figura 11 - Digrafo (grafo orientado)

zZ

W gx

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Tabela 2 — Para a obtencdo da Matriz de adjacéncia do digrafo
(grafos orientado) da Figura 11.

\' 0 1 0 0 1
W 0 0 0 1 0
X 0 1 0 1 0
Y 1 0 0 0 0
Z 0 0 0 1 0

Fonte: Elaborado pelos autores.

0 1 0 0 1
[0 0O 0 1 0‘
Ou na forma matricial=*M=10 1 0 1 0
100 0 1J
0O 0 01 o0

2.3.2.2 Matriz de incidéncia de digrafos (grafos orientados)

Com uma pequena modificacdo € possivel utilizar a
estrutura anterior, para identificar quando uma aresta que incide
sobre um vértice converge ou diverge para este vertice.

A matriz de incidéncia do grafo orientado ou digrafo, M de
ordem N x N, em que N € o numero de vértices, € definida como:

« M, j) = +1 se existir arestas de j até i, isto &, se a
aresta converge de j para i;

« M, j) = -1 se existir arestas de i até |, isto €, se a
aresta diverge de j para i;

* M(i, j) = 0 se ndo existir arestas de i a j.
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Tabela 3 — Para a obtengcdo da Matriz de incidéncia do digrafo

(grafo orientado) da Figura 11.
\' w X Y Z

\" 0 +1 0 -1 +1
w -1 0 -1 +1 0
X 0 +1 0 +1 0
Y +1 -1 -1 0 -1
Z -1 0 0 +1 0

Fonte: Elaborado pelos autores.

0 +1 0 0 +1
-1 0 +1 +1 0 -|

Ou na forma matricial M=1 0 +1 0 +1 0|
+1 +1 -1 0 —1
—1 0 0 +1 0

2.3.3 Matriz de digrafos (grafos orientados) valorados

Grafo valorado é todo grafo que suas arestas apresentam
valores. Isto €, em alguns casos os caminhos que ligam os vértices
tém valores diferentes uns dos outros, entao se deve atribuir valores
as arestas do grafo. Nesse caso dizemos que o grafo € um grafo
valorado, veja a Figura 12.

Figura 12 - Grafo Valorado

W X

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Tabela 4 — Para a obtencao da Matriz de incidéncia do grafo
valorado referente a figura 12.

\'
w 0 0 0 4 0

>
=]
o
(<]
N
=)

=<
%2}
=)
=]
=]
N

Fonte: Autoria propria.

Ou na forma matricial =2 M =

o Ul oo o
S o OO N
OO OO O
NO NSO
oONCOOoO W

As definicbes apresentadas sao os conceitos basicos de
grafos necessarios para elucidar os problemas nos quais serao
modelados nesse trabalho aplicando estes mecanismos.

3 Problema do Caminho Minimo

O problema do caminho minimo consiste em encontrar o
menor caminho entre dois nds ou vértices, de forma em que a soma
dos valores de suas arestas existentes possa ser minimizada.
Assim, resolver este problema pode significar determinar o caminho
entre dois veértices com o custo minimo, ou com o0 menor tempo de
viagem ou a menor distancia. Por exemplo, um caminhoneiro deseja
passar por um caminho mais curto entre dois vértices quaisquer,
onde o vértice de origem seja A e o destino seja G, precisa-se
analisar o caminho mais curto para passar por todo o percurso de
modo que chegue mais rapido no destino, em uma rede qualquer
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dependendo de seus atributos, pode existir n caminhos entre um
par de vértices determinados como origem e destino. Entre os
varios caminhos aquele que possui 0 menor “valor” € chamado de
caminho minimo. Este valor representa a soma total dos valores
das arestas que compdem o caminho, e estes valores podem ser
representados pelo tempo de viagem, a distancia percorrida ou um
custo qualquer da aresta.

Modelagem matematica

Numa rede qualquer, dependendo das suas caracteristicas,
pode existir varios caminhos entre um par de nés, definidos como
origem e destino. Entre os varios caminhos aquele que possui o
menor “peso” € chamado de caminho minimo. Este peso representa
a soma total dos valores dos arcos que compdem o caminho e estes
valores podem ser: o tempo de viagem, a distancia percorrida ou
um custo qualquer do arco.

O modelo matematico para o problema de caminho mais
curto do vértice 1 ao vértice n de um grafo G= (V,A),N={1,2, ..., n}.

* Variaveis:

Xij € {0,1} — ativacdo, ou nao do arco (1, J)

+ Parametros:

Cijj — custo unitario do fluxo em (1, J)

S(]) — é o conjunto dos vértices sucessores de |
P(j) — & o conjunto dos vértices predecessores de |

* Funcéo objetivo:

- i n .
minZ =YL, X o5 Cij Xij
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* Restri¢oes:
YiesyXij =1
2 ZiEP{nf] Xin = 1
ZiEP{j) Xij = Zkeﬁ‘{j]xjk = .oin—1

Para resolucédo do problema de caminho minimo existem
varios algoritmos, dentre eles vamos destacar os algoritmos de
Dijkstra e de FloydWarshal. O algoritmo de Dijkstra € uma solugao
para o problema do caminho minimo de origem unica, funciona
em grafos orientados e nao orientados, no entanto, todas as
arestas devem conter apenas custos positivos. O algoritmo de
Floyd funciona em grafos ponderados seja ele orientado ou
nao orientado, e trabalha com pesos (ou valores) positivos e
negativos.

3.1 Algoritmo de Dijkstra

O cientista da computacao Edsger W. Dijkstra desenvolveu
em 1956 o algoritmo original para encontrar o caminho de custo
minimo entre dois nés ou vértices dados em um grafo ponderado
positivamente, mas uma variante mais comum é fixar um unico
n6é como o veértice de origem € encontrar o caminho mais curto
dele para qualquer outro vértice em um grafo, a principal ideia do
algoritmo de Dijkstra € eliminar continuamente os caminhos mais
longos entre o vértice de origem e todos os outros vértices do grafo.
A maior vantagem desse algoritmo & que as distancias mais curtas
de 2 vértices podem ser calculadas em O (v) em vez de O (3), onde
v € 0 numero de vértices do grafo.
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Figura 13: Exemplo de um Digrafo valorado

Fonte: autoria propria

i
|

O algoritmo de Dijkstra comeg¢a com o vértice selecionado
como o vértice de origem e examina todo o grafo para determinar
o0 menor caminho da origem para todos os outros vértices do grafo.
Como os vértices sdo processados sequencialmente, encontrar
0s caminhos mais curtos do vértice que encontramos para outro
vértice é feito como uma operacao de relaxamento e a distancia
entre os vértices sera maior ou igual a menor distancia calculada.
Se comegarmos com um vértice, ele tera uma distancia de 0 e o
vértice restante tera distancias indefinidas ou infinitas até a fonte. O
algoritmo usa os pesos das arestas para encontrar um caminho que
minimiza a distancia total entre os pesos de um determinado vértice
(o vértice de origem) e todos os outros vertices e é s6 aplicavel
quando todos os pesos das arestas s&o positivos, porque durante
a execugao os pesos sao somados para encontrar o caminho mais
curto.

Estagios:

1° Marcar todos os vértices como nao visitados;

2° marcar o vertice inicial com uma distancia atual de 0 e
os outros vértices com o simbolo « (infinito);

3° escolher um n6 de avaliagado do conjunto de nés nao
visitados, o n6 de avaliagcdo deve ser aquele com a
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menor distancia da fonte;
4° calcular novas distancias para os vizinhos diretos,
mantendo a distancia mais baixa em cada avaliacao;
5° adicionar vizinhos que ainda ndo foram estabelecidos
ao conjunto de nés ndo visitados.

Essas etapas podem ser divididas em dois processos,
Inicializacao e Avaliacéo, a seguir um exemplo de aplicacéo dessas
etapas =2.

Exemplo da aplicagao para calculo do menor caminho
com o algoritmo de Dijkstra

Seja o digrafo da figura 13
* Inicializacéo

Marcar todos os nés com uma distancia infinita e um
predecessor desconhecido, exceto a fonte. Em seguida atribui-se
valor ao n6 V (entendemos que a distancia doné V ao n6é V é zero),
deste modo, cada nd no resto do grafo sera distinguido com um
predecessor e uma distancia, como mostra a figura 14.

Figura 14 - Exemplo da aplicacao do algoritmo de Dijkstra: 1° passo

‘\'I %,

5, a0 12

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Para finalizar o processo da Inicializacdo, precisamos
adicionar o n6 V aos nos nao definidos dispostos a serem visitados
primeiro na etapa da avaliagao.

Avaliagcao

Nesta etapa o nosso grafo ja foi inicializado, escolhermos
vértices com a menor distancia do conjunto néo selecionado e, em
seguida, avaliaram todos os vértices adjacentes que n&o foram
selecionados. No caso a seguir estamos calculando a menor
distancia do vértice V ao veértice Z, onde o vértice V € nosso vértice
de inicio pois possui a menor distancia, como mostrar a figura 15.

Figura 15 - Aplicacdo do algoritmo de Dijkstra: 22 iteracéo

8- g =

Fonte: Elaborado pelos autores.

O conceito € adicionar o peso da aresta a distancia do
vértice de avaliacdo e, em seguida, compara-lo com a distancia do
destino. por exemplo, para o vértice X, 0 + 13 € menor que infinito,
entdo a nova distancia para o vértice X € 13, e 0 novo predecessor
€ V, o mesmo se aplica ao né W, pois 0 + 14 € menor que infinito,
entdo a nova distancia de W é 14 e seu predecessor € V, como na
figura 16.
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Figura 16 - Aplicagao do algoritmo de Dijkstra: 22 iteracéo
V, 14

Fonte: Elaborado pelos autores.

Dado aos muitos desafios enfrentados pelo setor de
empreendimento, uma estratégia util seria a implantagcdo de um
sistema de gestao financeira eficiente.

Ao ser feito a primeira iteracdo notamos que a menor
distancia dos vértices analisando é de V—X, entao X passara a ser
0 nosso predecessor e a partir do mesmo vamos analisar outros
vértices do conjunto ndo visitados, ja que a partir do X temos a
possibilitada de dois caminhos X—T e X—Y. A segunda iteracao é
calcular o menor caminho dentro os caminhos dispostos, que sao
X—Y e X—T, ao calcular € notério que a distancia de ambos sao a
mesma resultando em 25 a distancia, como mostra a figura18.

Figura 17 - Aplicagao do algoritmo de Dijkstra: 2?2 iteracao

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Na terceira iteracao sera analisado vértice W e o caminho
disposto a partir do mesmo, se sua distancia for menor do que
25, logo o menor caminho de V—Z foi encontrado, se a distancia
for maior que 25 € necessario retornar ao veértice com a menor
distancia encontrada anteriormente e calcular uma nova rota. Ao
se calcular a distancia do vértice W, 14 + 23 resultando é 37, 37 >
25 sendo assim sua distancia € maior do que a distancia calculada
anteriormente, portanto € necessario retornar a vértice com a menor
distancia e calcular uma nova rota, como mostra a figura 18.

Figura 18 - Aplicacao do algoritmo de Dijkstra: 32 iteracao;

V.13 T, 36

Start

X,25

V.14

Fonte: Elaborado pelos autores

Na quarta iteragao pode ser analisado novas rotas partindo
tanto de Y como de T, pois suas distancias sao equivalentes. Sendo
T nosso predecessor temos a possibilidade de dois caminhos, um
que vai de T diretamente a nosso ponto de destino(Z) e outro que
tem como parada o vértice Y. Ao calcular T—»Z encontramos uma
distancia maior que 25, pois para o vértice Z, 25 + 6, resultando em
31, 31>25, portanto é necessario ainda buscar por uma nova rota.
Ao se calcular T-Y também é encontrado uma distancia maior do
que 25, pois para 'y, 25 + 11, resultando em 36, 36>25, sendo assim
s nos restas calcular a distancia de Y—Z é avaliar se a iteracao
pois 0 menor caminho do grafo.
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Figura 19 - Aplicacao do algoritmo de Dijkstra: 4? iteracao

V. 13 X285

V.14

Fontes: Elaborado pelos autores.

Na quinta iteragcao verificamos por fim o unico vértice ainda
nao visitado, usaremos o menor caminho encontrado até Y, que
no caso é 25 tendo X como se predecessor. Com isto podemos
calcular de Y—Z, pois para o vértice Z, 25 + 4 resultando em 29,
sendo assim o menor caminho encontrado do ponto V até Z, como
mostra a figura 20.

Figura 20 - Aplicacao do algoritmo de Dijkstra: 5? iteracao

v, 13 X, 26
Start . Y, 20
X, 25

V4

Fonte: Elaborado pelos autores.

Em seguida constroi-se uma tabela que mostra todas as
iteracdes que foram realizadas no processo de avalicao
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Tabela 5 — Tabela de lteracbes

Iteracao Nao Assentou N6 de
Resolvidos avaliagao
\ 1 v - \ 0 V-14 V-13 V-co V-c0 V-0
} 2 X, W v X 0 V-14 | V-13 | X25 | X25 | V-oo
‘ 3 WY, T V, X w 0 V-14 V-13 | X-25 X-25 T-37
‘ 4 T,Z,Y V, X, W T 0 V-14 V-13 T-36 X-25 T-31
‘ 5 Y, Z V.X, W, T Y 0 V-14 V-13 T-36 X-25 Y-29
‘ 6 Z V.X,W,TY Z 0 V-14 V-13 T-36 X-25 Y-29
1 FINAL - TUDO NENHUM 0 V-14 V-14 | T-36 X-25 Y-29

Fonte: Elaborado pelos autores.

A notacao X-25, por exemplo significado que no vértice X
€ o predecessor imediato com uma distancia total de 25 do vértice
V. Por fim podese calcular os caminhos mais curtos do vértice A sao
0s seguintes:

e Veértice X: V— X a distancia total é 13;

e Veértice W: V— W a distancia total & 14;

« Veértice T. V> X—T a distancia total € 25;

+ Veértice Y: V- X—>T-Y a distancia total é 25;

» Veértice Z: V> X—T — Y—Z a distancia total é de 29;

3.2 Algoritmo de Floyd - Warshall

O algoritmo de Floyd-Warshall € usado para encontrar o par
de caminhos mais curto de um vértice em um grafo até uma borda
do grafo, tendo ele valores positivos ou negativos, supondo que o
caminho T (Q1, Q2, Qj) seja o caminho minimamente ponderado
do vértice Q ao vertice J. Os pontos intermediarios sao extraidos
de um subconjunto de vértices (1, 2, ...k) e o algoritmo funciona
examinando os pares de caminhos, usando cada vértice como um
ponto intermediario.

O intuito deste algoritmo é averiguar a cada iteracao se a
inclusao de um vértice k intermediario no percurso de i para j pode
diminuir o tamanho de um percurso ja determinado.

O algoritmo de Floyd-Warshall é responsavel por calcular
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0 menor caminho por meio de todos os pares de vértices em um
grafo valorado e orientado. Floyd-Warshall foi propagado pelo
informatico Robert Floyd em 1966, este algoritmo € o mesmo que
foi publicado por Bernard Roy em 1959, e por Stephen Warshall
em 1962 a fim de determinar o desfecho transitivo de um grafo. O
formato atual do algoritmo com trés loops de repeticédo foi descrito
por Peter Ingerman em 1962.

A aplicacao do algoritmo ocorre somente no centro de um
grafo, e na mediana.

Estruturas do Algoritmo

Numere os vértices do grafo;

Defina a matriz inicial (D°) cujos valores d°j sejam
correspondentes aos valores das arestas i se
existir arestas no grafo, caso contrario considere dij=
infinito, pois pode existir infinitas maneiras formas de
solucionar, e faca os elementos da diagonal da matiz
dii = 0 para todo i;

Para cada k = n, determine sucessivamente os
elementos da matriz Dk, a partir dos elementos da
matriz Dk-1, utilizando a expressao 1.

Dij = min {dj- . dij-} (1)

Exemplo da aplicagao para calculo do menor caminho com o
algoritmo de Floyd-Warshall

80
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Figura 21 - Exemplo de Digrafo valorado para calculo do menor
caminho com o algoritmo de Floyd-Warshall.

& ‘ I ""n. e
[ @ c
@ e

B < it}

Fonte: Elaborado pelos autores.

12 Etapa: Construa a matriz de DISTANCIA, com as respectivas
distancias.

M2=

m B w o
5 88ocw
= §o f o
8 owl 8
= ~E 8 8

22 Etapa: Construa a matriz M’

» Para construgao de M, repetir somente os valores da
linha A, da coluna A e a diagonal da matriz M°.

« Com isto na matriz M", verifica-se que faltara valores
para completar a matriz, para encontrar tal valores tera
que ser feita a seguinte verificacao:

Dij > Dik + D]

_}{se for verdade a afirmacdo, entdo D;; = Dy, + Dy
se Ndo, mantem — se o valor
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« K, sempre sera a linha e a coluna que estamos
analisando, por exemplo na matriz M' nosso K= A
(linha A ; coluna A), na matriz M2 o K sera = B (linha B
; coluna B) e assim sucessivamente.

0 5 6 o ™
3 0

M=l 2 0
oo o 2
8 0

Resolucéo:

» para se calcular a célula BC (linha B ; coluna C)

D= 00 e K=A
Dik = Dbha= 3e Dkj= Dac= 6
Dbc = Dba + Dac
— [ o>3+6
o > 9 sim,entio o novo valor de Dbc sera 9 em M?

« para se calcular a célula BD (linha B ; coluna D)

Ded= C0 e K=A
Dik = Dba= 3 e Dkj = Dad = o
Dbd = Dba + Dad
— [ o >3 oo
oo > 34 oo ? Ndo,entdo o valor de Dbd se mantém, isto é, o em M!

* para se calcular a célula BE (linha B ; coluna E)

Dee= &0 g K=A
Dik = Dba= 3e Dkf= Dae= @
Dbe = Dba + Dae
— [ >34+
o >34+ o0 ? Nio,entdo o valor de Dbe se mantém, isto é, o em Mt
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» para se calcular a célula CB (linha C ; coluna B)
D= 00 e K=A
Dik = Dca= 3 e Dkj= Dab=
Dch = Deca + Dab
_} [

m>24+5
oo = 77 Sim ,entdo o valor de Dch serdi 7, em M1

» para se calcular a célula CD (linha C ; coluna D)

D=3 e K=A
Dik = Dca= 2e Dkj= Dad = o
Dcd > Dca + Dad
=3 [ 324
3 > 2 4+ w ? Nio ,entdo o valor de Dcd se mantém, isto é,3 em M

» para se calcular a célula CE (linha C ; coluna E)

D= 00 e K=A
Dik = Dca= 2¢ Dkj= Dae = o
Dce = Dca + Dae
— [ o >=>24+m
oo == 2+ o0 ? Nio,entio o valor de Dce se mantém, isto é, 0 em M?

« para se calcular a célula DB (linha D ; coluna B)

D= 00 e K=A

Dik= Dda=oo ¢ Dkj= Dab =5
Ddb = Dda + Dab
— [ m =+ 5
oo > oo+ 57 Nio,entdo o valor de Ddb se mantém, isto é, o em M!
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e para se calcular a célula DC (linha D ; coluna C)
Dge= 00 & K=A
Dik = Dda = we Dkj = Dac= 6
Dbd > Dba + Dad

o = oo+ 67 Nio,entdo o valor de Ddec se mantém, isto 6,00 em Mt

* para se calcular a célula DE (linha D ; coluna E)
Dee= 2 e K=A
Dik = Dda= we Dkj= Dae= o
Dde = Dda + Das

— 2>co+4coo
2 > oo+ oo ? Ndo, entdo o valor de Dde se mantém, isto é,2 em M*

» para se calcular a célula EB (linha E ; coluna B)

De= 10 & K=A
Dik = Dea= 8 e Dkf= Dab= 5
Deb > Dea + Dab
— [ 10>=8+45
10 > 13 7 Nio ,entio o valor de Deb se mantém,isto é, 10 em M1

» para se calcular a célula EC (linha E ; coluna C)

Dee= 00 e K=A
Dik = Dea= 8¢ Dkj= Dac= 6
Dec = Dea + Dac
— ] w>8B+6
oo = 147 Sim ,entdo o valor de Dec serald em Ml
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« para se calcular a célula ED (linha E ; coluna D)
Dao= @2 e K=A

Dik = Dea= 8¢ Dkj= Dad = =
Ded == Dea + Dad
3 oo =8+ oo
o > 8 4 o ? Ndo ,entio o valor de Ded se mantém, isto &, 0o em M!

0 5 6 oo 08

3 0 9 - =
M=z 7 o 3 5
o0 G0 s o 2

d 18 4 e 0

32 Etapa: Construir a matriz M?

« Para construgao de M?, repetir somente os valores da
linha B, da coluna B e a diagonal da matriz M°.

0 5
3 0 0 o o
M= 7 0
o0 0o 2
10 0

« \erifica-se que na matriz M2 faltara valores para
completar a matriz, para encontrar tal valores deverao
ser feita a verificagéao:

Dij > Dik + Dkj

_}{SE for verdade a afirmacio, entdo D;; = Dy, + Dy;
se Nao, mantem — se o valor

« K, sempre sera a linha e a coluna que estamos
analisando, na matriz M? o K sera sempre = B (linha B
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; coluna B) .

Realizando os calculos de forma analoga para construir M
obtém-se =

b 5 6 @ =

.. {3 0o 9 =™ «
=132 ¥ o 23
o oo oo 0 2

B 10 4 oo 0

42 Etapa: Construir a matriz M3

« Para construgcdo de M? , repetir somente os valores da
linha C, da coluna C e a diagonal da matriz M°.

=1

ME=] 2

= Ho oo
[¥]
L

* Verifica-se que na matriz M® faltara valores para
completar a matriz, para encontrar tal valores deverao
ser feita a verificagao:

Dij > Dik + Dkj
{SE! for verdade a afirmacdo, entdo D;; = Dy + Dy;

se Ndo, mantem — se o valor

« K, sempre sera a linha e a coluna que estamos
analisando, na matriz M® o K sera sempre = C (linha
C;colunaC).

Realizando os calculos de forma analoga para construir M*
obtém-se =
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0 5 6 9 11

. 3 0 9 18 14
M=|2 7 0 3 5
co0 08 oo 0 2

6 10 4 7 0

52 Etapa: Construir a matriz M4

» Para construcdo de M*, repetir os valores da linha D,
da coluna D e a diagonal da matriz M°.
0

M*= 0

* Verifica-se que na matriz M? faltara valores para
completar a matriz, para encontrar tal valores deverao
ser feita a verificagéao:

Dij > Dik + Dkj

_}{SE for verdade a afirmacdo, entdo D;; = Dy, + Dy;

se Nao, mantem — se o valor

« K, sempre sera a linha e a coluna que estamos
analisando, na matriz M? o K sera sempre = D (linha D
; coluna D) .

Realizando os calculos de forma analoga para construir M’
obtém-se =

0 %5 6 9 11
3 0 g 18 14
M2 7 g 3 5
® ® o 0 2
6 10 4 7 0
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62 Etapa: Construir a matriz M®

» Para construcao de M?, repetir somente os valores da
linha E, da coluna E e a diagonal da matriz M°.

0 11
o 14

* \Verifica-se que na matriz M° faltara valores para
completar a matriz, para encontrar tal valores deverao
ser feita a verificacao:

Dij = Dik + Dkj
_}{se for verdade a afirmacdo, entdo D;; = Dy, + Dy;
se Nio, mantem — se o valor

« K, sempre sera a linha e a coluna que estamos
analisando, na matriz M° o K sera sempre = E (linha E
; coluna E) .

Realizando os calculos de forma analoga para construir M
obtém-se =

o 5 6 o 11

i F o 95 18 14
M=| 2 F .0 3 5 |9

16 16 106 0 2

& 10 4 ¥ D

Essa M° é a matriz que fornece o menor caminho entre
todos os vértices pelo Algoritmo de Floyd-Warshall, que pode ser
melhor representada pela tabela 6, a seguir:
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Tabela 6 - Fornece o menor caminho entre todos os vértices pelo

Algoritmo de Floyd-Warshall

B5

C6

E 11

0

Wl o>

7

ea)

16

| o|Q| @ >

[#)}

10

(== B \S R V]

O Algoritmo de Floyd-Warshall

é um algoritmo

recursivo que utiliza a recursao que € um método de resolucao
de problemas que envolva desdobrar um problema.

Em sub-problemas menores e assim sucessivamente até
chegar a um problema elementar, o suficiente para que este possa
ser resolvido facilmente.

4 Consideragoes finais

Compreender que a interpretacdo de um problema pode
ser transcrita por meio de uma modelagem antes de encontrar
sua solucao, nesse caso a utilizagcdo de um desenho (grafo) para
modelar problemas amplia o conhecimento do aluno e oferece
ferramentas adequadas para tomada de decisdes na busca de
uma solugao, a qual pode ser obtida manualmente ou com o auxilio
de um computador com novas oportunidades de aprendizagem
até mesmo em outras disciplinas e assuntos que nao sejam a
Matematica.

As propostas de atividades levantam a possibilidade de
teoria dos grafos ser inserida complementarmente em alguns
conteudos, como conjuntos ou matrizes.

Tendo em vistas as aplicacdes de grafos e a importancia
de seu uso em determinadas areas, desde o tradicional problema
das sete pontes de Konigsberg, até mesmo com o encontro do
mesmo em menores caminhos, acreditamos que a modelagem de
um problema em grafos propicia aos alunos a pensar, a entender o
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abstrato e a inferir sobre varias proposi¢coes colocadas tornando-se
uma técnica ou procedimento capaz de ajuda-lo a tomar decisées
mais adequadas para resolver inumeros problemas.

Referéncias

A teoria dos grafos e sua abordagem na sala de aula com recursos
educacionais digitais / Flavia Fernanda Favaro. - Rio Claro, 2017.
Dissertacao (mestrado) - Universidade Estadual Paulista, Instituto
de Geociéncias e Ciéncias Exatas.

Aplicacbes da Matematica: Redes Sociais, Jogos, Engenharia,
Prof® Fabio Protti (IC-UFF/RJ).

BOAVENTURA NETTO, Paulo Oswaldo. Teoria e Modelos de
Grafos. Sao Paulo. Editora Edgard Blucher Ltda, 2003.

BOAVENTURA NETTO, Paulo Oswaldo / JURKIEWICZ, Samuel.
Grafos: Introducéao e pratica. - Sdo Paulo. Editora Edgard Blucher,
20009.

BRASIL. Parametros Curriculares Nacionais. Ciéncias da natureza
e Matematica e suas tecnologias. MEC. 2000.

BRASIL. Secretaria de Educacao Basica. Base Nacional Curricular
Comum: educacéo ¢é a base. Brasilia: MEC; SEB, 2017.

CAMINHOS e ciclos em grafos. [S. I.], 8 abr. 2017. Disponivel em:
https://www.ime.usp.br/~pf/algoritmos_para_grafos/aulas/paths-
andcycles.html. Acesso em: 17 maio 2021.

CONCEITO Basicos da Teoria de Grafos. Disponivel em: https://
www.inf.ufsc.br/grafos/definicoes/definicao.html. Acesso em: 14
set. 2021.

DA SILVA, Luiz Fernando. INTRODUCAO AO ESTUDO DATEORIA
DOS GRAFOS: UMA PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA
PARA O ENSINO MEDIO1. Curso de Especializacio em M,
Midias Digitais, e didatica para educagao Basica matemética,
p. 1-27.

EXERCICIOS de Teoria dos Grafos. [S. |.], 27 set. 2017. Disponivel
em: https://www.ime.usp.br/~pf/grafos-exercicios/. Acesso em: 6
out. 2021.

GRAFO 12 jul. 2012. Disponivel em: https://w Kkiciencias.

90 Revista Matematica e Educacao, (1) (13): 58-91, 2023



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

casadasciencias.org/wiki/index.php/Grafo. Acesso em: 4 ago. 2021.
GRAFOS (nao-dirigidos). [S. I.], 23 nov. 2020. Disponivel em:
https://www.ime.usp.br/~pf/analise_de_algoritmos/aulas/ugraphs.
html#exr:ches s-knight. Acesso em: 9 jul. 2021.

Grafos e suas aplicagdes, Fabiana Nascimento Santos Cavalcante
e Severino Domingos da Silva (PUC/RS).

MARINS, Fernando Augusto Silva. Introducdo a Pesquisa
Operacional. Cultura académica, 2011.

Parametros curriculares nacionais: Ciéncias Naturais / Secretaria
de Educacao Fundamental. Brasilia: MEC / SEF, 1998.

Introducéo a Teoria dos Grafos, Prof? Sheila Almeida e Mayara
Omai (UTFPR/PG)

Revista Matematica e Educacao, (1) (13): 58-91, 2023 91



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

INTEIROS DE GAUSS: os numeros primos complexos

Gabriela Moura Ferreira
Licencianda em Matematica - Uni-FACEF
gabi.gabrielamouraferreira@gmail.com

Dr. Anténio Carlos da Silva Filho
Doutor em Fisica - Uni-FACEF
acdasf@bol.com.br

1 Introducao

O estudo dos numeros primos tem seduzido os
matematicos ao longo destes ultimos séculos. Uma das razdes
pelas quais o tema atingiu maior destaque € o atual problema
matematico n&o resolvido considerado um dos mais importantes da
historia, a Hipdtese de Riemann, apresentada pela primeira vez em
1859, elaborada por aquele de quem recebe o nome, o matematico
alemao Bernhard Riemann.

A hipotese de Riemann €& o problema da longitude da
matematica. Sua solucdo nos dara a perspectiva de
mapear as aguas nebulosas do grande oceano dos
numeros, representando somente o inicio da nossa
compreensao sobre esses elementos da natureza. Se
conseguirmos desvendar o segredo da navegacao pelos
primos, quem sabe o que havera mais além, ainda por
descobrir? (DU SAUTOY, 2004)

Diferente dos demais problemas matematicos né&o
comprovados, mas também nao refutados, que usualmente
recebem o nome de conjectura, o proposto por Riemann hoje é
chamado de hipdtese, pois sua prova validara diversos outros
trabalhos, ndo somente na area de matematica, mas também na
fisica e na computacao, que dependem exclusivamente da mesma
para estarem provados, uma vez que também nao foram refutados.

Desde os primérdios, os matematicos identificaram

92 Revista Matematica e Educacdo, (1) (13): 92-100, 2023



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

a importancia da classificacdo dos numeros de acordo com
as propriedades que eles apresentam perante a natureza.
Primeiramente, estabeleceu-se que 0s numeros inteiros sao
divididos em duas categorias: primos e compostos.

No conjunto dos numeros naturais, um numero primo p é
aquele que so6 pode ser dividido por p ou por 7. Se aumentarmos o
universo para o conjunto dos numeros inteiros, um numero p sera
considerado primo se so puder ser dividido por p, -p, 71 ou -1. Os
numeros compostos sdo aqueles formados pela multiplicagcado de
numeros primos.

Inicialmente, os gregos se preocuparam em provar que 0s
numeros inteiros sé poderiam ser classificados desta maneira, pois
nao haveria nenhum numero paria que nao fosse primo ou composto.
Em seguida, Euclides explica o que pode ser considerado como o
primeiro momento brilhante de raciocinio matematico, a verdade
simples e fundamental sobre os numeros primos: ha um numero
infinito deles. Ele foi o responsavel por demonstrar a maneira de se
construir um nimero que nao pudesse ser gerado por qualquer lista
finita de primos que |he fosse dada.

Ainda assim, por muitos anos a pergunta mais importante
sobre os numeros primos foi, e ainda é€: como saber qual sera o
proximo? De que maneira eles se comportam? Na tentativa de
desvendar as propriedades dos numeros primos, entre 1808 e 1825,
o célebre matematico Carl Friedrich Gauss, estava investigando
propriedades relacionadas a reciprocidade cubica e a reciprocidade
quadratica. Durante o periodo, Gauss percebeu que determinadols
numeros complexos da forma a+bi, com a e b inteiros e i = (—1)z,
eram raizes de polinbmios da forma a x"+a_ x"'+-+a, x+a,=0,
onde todos os coeficientes dos termos x*,com 0<k <n, sao numeros
inteiros.

Homenageando Gauss, esses numeros complexos
foram chamados posteriormente de numeros inteiros de Gauss
ou numeros inteiros gaussianos. A forma como foram aplicados,
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em conjunto com o fato de muito da teoria de Euclides sobre as
propriedades dos numeros inteiros poder ser transportada para a
nova aplicagéo, foram essenciais para desencadear o vasto campo
matematico conhecido como Teoria dos Numeros Algébricos. Neste
campo, dos Inteiros de Gauss, pode-se fazer uma generalizacao da
definicdo dos numeros primos, que € (GETHNER et al., 1998):

1. Sea, b#0, entdo a+b* € um Primo de Gauss se, e somente se,
a’ + b’ = p, onde p € um numero primo no campo dos numeros
inteiros;

2. Um inteiro gaussiano da forma a ou a*i, com a pertencendo
ao conjunto dos numeros inteiros, € um Primo de Gauss se,
e somente se, a € um numero primo e o resto da divisdo do
maodulo de a por 4 for 3.

2 Os Inteiros de Gauss

Em Teoria dos Numeros Algébricos, ha uma importante
classificacdo dos numeros em dois grupos, numeros algébricos e
nameros transcendentes. Para que um numero seja considerado
algébrico ele deve ser raiz de uma equacao polinomial da forma
, X"1+-+a, x+a,=0 onde todos os coeficientes dos termos
x"k,com 0<k <=n, sao inteiros. Exemplos de numeros algébricos:

a x"+a
n n-

i—x2+1=0; \[2-x2-2=0

Quando um numero ndo atende a condicdo necessaria
para ser um inteiro algébrico, ele é classificado como numero
transcendente (PACCI e RODRIGUES, 2013). Todos os numeros
transcendentes sdo numeros irracionais, porém a reciproca nao
€ valida pois, como vimos no exemplo acima, \/2 € um numero
irracional que ao mesmo tempo é um inteiro algébrico, comprovando
gue nao necessariamente um numero irracional sera transcendente.
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Podemos citar como exemplos de numeros transcendentes o
numero de Euler (e), e o numero .

Os numeros Inteiros de Gauss estédo contidos no conjunto
dos numeros algébricos, ou seja, satisfazem a condicdo de serem
raizes de uma equacao polinomial com os coeficientes inteiros e,
ainda, sdo numeros complexos especificos, que possuem parte real
e parte imaginaria pertencentes ao conjunto dos numeros inteiros,
além da unidade imaginaria i equivaler a \/(-1). A representagao é
feita pelo conjunto Z,~{a+bi/abe Le i?=-1}.

Os numeros inteiros gaussianos possuem algumas
propriedades e particularidades de suma importancia para o
desenvolvimento do conceito de numero primo complexo (COSTA,
2016). Dentre elas, verificaremos: Norma, Unidades, Divisdo
Euclidiana, Lema de Euclides e Fatoragcao Unica.

A Norma, estabelece que: Vz € Z,,N(z) = z.Z, onde Z &
o conjugado do complexo z. Sabemos que para um determinado
numero complexo da forma z=a+bi, o conjugado dele & definido
como z = a — bi. E como dados dois numeros complexos da mesma
forma pré-determinada, denominados a e b, temos que: ab = @ . b,
entdo N(a).N(b) = a.a.b.b = a.b.a.b =ab.ab = N(ab) o que nos
comprova a propriedade multiplicativa da norma.

Dentro do conjunto dos Inteiros de Gauss, todo elemento
z#(0,0) possui um inverso z’ tal que z.z’=1, o que implica em N(z.z'
)=N(z).N(z' )=1 como demonstraremos a segulir:

1. Considerando primeiramente que z.z’=1, temos que:
2.2 =1-2z2"=1-N(zz) =12 1)?* =1

2. Agora, considerando z= a+bi, ficamos com:
,_a- bi
S
|z|?2 = a? + b? = N(2)
a’ b? 1
|'|? = 5+ 7= 2
(a? + b%)*  (a®+b?* a*+b

= N(2).N(z') = (a® + b?). (az - bz) =1

Revista Matematica e Educacgao, (1) (13): 92-100, 2023 95



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

Assim, mostramos também que se N(z) = a®+b? = 1, entéo
teremos duas possibilidades de valores paraaebem Z i resultando
em quatro possiveis numeros complexos que sdo unidade dos

Inteiros de Gauss:

_ _AfZ1=1
a=xleb= {Z2=—1
_ . Zz =1
a=aeb= %1 {24__L

Portanto, x € Z};; € unidade <> N(x)=1.

Tratando agora da Divisao Euclidiana, precisamos ter o
conhecimentoinicialdoconceitodedivisibilidade,quenadamaiséque:
paraa,b € Zj;), alb se 3c € Zp; tal que b = ac. Partindo deste ponto,
a existéncia de q,r € Zj;,Ya,b € Zj;,b # 0/a = bg + r,sendo 0 <
N(r) <N(b),

A demonstracdo se da através da divisdo de a
por b, representada como bla (Ié-se b divide a), sendo que
a=x+yieb=z+wicomx,y,zew € Z. Vejamos:

a x+yi x+yi z—wi xz — xwi + yzi — ywi?  xz+yw yz—aw
— — = _

b z4+wi z+wi z—wi z2 + w2 z2 +w?2  zZ2 4 w?

Considerando que m é o inteiro mais préximo de

xz+yw . ) ) o yz—xw
.,z € N O inteiro mais proximo de .- teremos que

XZ+Yyw VZ—xXW 1 . ) } '
|m T Z2iw? ’| - R < 2 e ainda, considerando que q_(m+nl)
teremos:

2 xztyw VZ—XW
T:a—bqu(E_q) b[(z +W2 (ZZ+W2)) m+nl,j|3
12 /1\?
- = v ((3) +(3) ) =" <

O Lema de Euclides nos diz que se p € um primo de
Gauss, entdo sendo a,b € Zp,plab = plaoup|b (PISSINI e
MAIOCHI, 2013). Para que um numero seja primo de Gauss, é
necessario que 0 mesmo nao possa ser escrito na forma de produto
entre de dois inteiros de Gauss cujas normas sejam maiores que
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1. Estando compreendida a divisao euclidiana, é possivel realizar
a demonstragcdo do lema através de sucessivas aplicacdes da
mesma.

Uma das propriedades mais utilizadas para resolugcao de
problemas com numeros inteiros, é a fatoragao unica, que pode
ser provada para os inteiros gaussianos seguindo as etapas de,
primeiramente, verificar que todo inteiro de Gauss z, com N(z) > 1,
pode ser escrito como o produto de um ou mais primos de Gauss.
Tomando N(z) = 2, temos o préprio 2 um numero primo e pela norma
ser multiplicativa, entdo z € um numero primo.

Agora, ao considerarmos N(z) > 2, passamos a ter
duas possibilidades. A primeira &, se z for um numero primo,
imediatamente temos a prova da fatoracdo. E, se z ndo for um
numero primo, ficaremos com:

z=a.b = N(z) =N(a).N(b);N(a)>1eN(b)>1-~N(a) <N(z)eN(b) < N(z)

Através de inducao finita, podemos supor que se N(x)
< N(z), teremos x um numero fatoravel, o que implica em a e b
fatoraveis, assim como o préprio z. Gauss realizou a comprovacao
de que a fatoracao € unica para o anel dos gaussianos, assim como
para os inteiros (SCHAFASCHEK, 2016). De forma sucinta, temos
as operacgdes de adigao e multiplicagdo, bem como a fatoracéo
unica, aplicaveis aos Inteiros de Gauss. Agora, se tratando de
divisibilidade, a complexidade € maior, como entenderemos a
seqguir.

3 Os primos de Gauss

Para que possamos compreender quais numeros inteiros
de Gauss apresentarao a caracteristica de numero primo de Gauss,
€ importante seguir o raciocinio de que, para um numero p ser
considerado primo, no conjunto Z, ele precisa, necessariamente,
ser divisivel apenas por p, -p, 1 ou -1. Quando expandimos a
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possibilidade de que um numero p seja primo, no conjunto Z
um numero que é primo em Z pode ndo ser primo em Z,. Veja o
exemplo a seguir:

(1-20).(142)=1+2i—2i—4i2=1-4.(-1)=144=5

O numero 5, quando considerado no conjunto dos
numeros inteiros, € um numero primo, mas se o considerarmos
dentro do conjunto dos inteiros gaussianos, como mostrado acima,
nao podemos classifica-lo como primo, uma vez que pode ser
decomposto em um produto de dois inteiros de Gauss.

Por definicdo, um numero inteiro de Gauss sera um
namero primo de Gauss se, e somente se, dividir exatamente um
primo inteiro (tanto o valor positivo, como seu oposto negativo), em
Z. Assim, tomaremos p como um primo inteiro e positivo e N(1r) um
primo, também em Z. 1 € um primo de Gauss pois, se T é fatoravel,
N(1r) também é fatoravel. Temos trés possiveis casos:

1. Se p é par, entdo s6 podemos ter p =2 e, como m = a + bi,
a’*+b?* =2 © =1 +1i obtendo assim, o quatro nimeros
primos de Gauss: 1+i, 1-i, -1+i e -1-i.

2. Se p for impar e da forma p=3(mod4), teremos
x €EZ=x*>=0oul(mbd.4) e, se existisse m=c+di, com ¢ e d
€Ze 1< N(m) < p® Temos que p=mp e, por p ser um primo
inteiro, p=c-di. Levando ap = ¢? + d? = 0,1 ou 2 (modd.4) o que
€ absurdo, uma vez que p=4k+3. Assim, p € um primo de Gauss.

3. Se p for impar e da forma p=I1(mdd4), entéo,

sendo x = 1X2X .. x@ teremos que

x? = 1X2X .. x(pz;l)xlxzx x@ = 1X2X.. x@x@x WwX(P=2)x(p-1D=1x(p—-1) =
—1(méd.p). Logo, p|x? + 1 = (x + i) (x — i).Como 7 é um primo
de Gauss que divide p, entdo t € Z, njx +iou njx —i = 7|1, o

que é um absurdo. Portanto & ¢ Z|;tal que p = . Sejam=a+
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bie@=c+di,coma,b,c,de Z . Como p é primo em Z, entao
mdc(a;b) = mdc(c;d) = 1. Temos p = (a + bi)(c + di) = ac — bd
+ (bc + ad)i. Como p € Z, entdo p|x?+ 1= (x+i)(x — i) ou
(a=-ceb=d)< ¢ =+nComop>0,entdo® =1 = N(7) =p,
logo m € primo (e m e seu conjugado sao os unicos primos de
Gauss que dividem p).

4 Consideracoes finais

Assim, concluimos que para um numero inteiro de Gauss

ser considerado um numero primo de Gauss, ou seja, um numero

primo no dominio do Conjunto dos Complexos, C, € necessario que
aconteca uma das duas opgoes:

Se a, b #0, entdo a + b*i € um Primo de Gauss se, e somente se,
a’ + b’ = p, onde p € um numero primo no campo dos numeros
inteiros;

Um inteiro gaussiano da forma a ou a*i, com a pertencendo
ao conjunto dos numeros inteiros, € um Primo de Gauss se,
e somente se, a € um numero primo e o resto da divisdo do
maodulo de a por 4 for 3.

E, de todas as propriedades vistas a cerca do anel dos

gaussianos, podemos apresentar da seguinte maneira, suas
propriedades:

1.

As unidades, ou seja, os elementos inversiveis séo: +1 e #i;

2. O Dominio é Fatorial, ou seja, para qualquer que seja a

pertencente ao dominio e n&do pertencente ao conjunto das
unidades do dominio, pela comprovacdo da fatoracdo Unica
para os inteiros gaussianos, mantém-se a integridade do
dominio, sendo o mesmo irredutivel, uma vez que a propriedade
da fatoracao unica é valida;
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3. Através da norma N(a+bi) = a?+b? pode se tornar um Dominio
Euclidiano, uma vez que o algoritmo de Euclides para a divisao
pode ser aplicado.
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1 Introducgao

Considerando a forma tradicional que a matematica é
ensinada ao longo dos anos e o preconceito que os estudantes
tém com a matematica, nota-se a necessidade de uma nova
metodologia para ensinar essa disciplina. Assim como diz Pavloy,
um estimulo diferente pode desencadear respostas e aprendizados
gue anteriormente nao foram obtidos, desta forma, sera analisado
com professores atuantes na area, a eficiéncia da metodologia
ativa em sala de aula.

De acordo com o educador Paulo Freire (2015), um dos
maiores problemas da educacao é o fato dos alunos ndo serem
incentivados para um pensamento independente. Para amenizar
essa situagao, o professor deve proporcionar um ambiente em
gue o aluno possa refletir e reconhecer seus ideais, expressando
seus pontos de vista e opinides. Tudo isso é importante para que
os estudantes possam aprender diversas maneiras de analisar
determinadas situagodes.

Em todas as etapas do desenvolvimento da humanidade,
a matematica esteve presente, de todas as formas. Foi a sua
existéncia que deu impulso ao nascimento de grandes civilizagdes
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e grandes descobertas cientificas. E a metodologia ativa nos
possibilita questionarmos nossos alunos a encontrar a matematica
estudada em sala de aula no seu cotidiano. Além disso, ela pode
despertar a curiosidade, valorizando, portanto, as contribuicées dos
alunos nas aulas.

Os métodos de ensino devem seguir este objetivo, ou
seja, proporcionar aos alunos uma educacdo mais agradavel,
para que eles tenham motivacao e entusiasmo para participarem
de atividades diversas e com diferentes niveis dificuldades. Hoje
em dia, a educacao transformadora ganha destaque, temos jovens
nativos digitais que estdo sempre expostos a mais tecnologia e
informacao. Portanto, educar os alunos de uma forma positiva e
criativa permitird que eles atinjam o auge do aprendizado. Sendo
assim, o objetivo do artigo € evidenciar a eficacia da metodologia
ativa no ensino dos conteudos matematicos ensinados no ensino
fundamental — anos finais e no ensino médio.

Conforme os estudos realizados no artigo “Metodologia
Ativa no Ensino da Matematica” (RODRIGUES; SILVA; VIEL, 2021),
podemos refletir o quanto a metodologia ativa pode ser apropriada
para a sala de aula, entretanto, ndo se tem muito conhecimento
desta metodologia na pratica. Por essa razao, para que se possa
verificar essa eficiéncia em aula, foi realizada uma pesquisa de
campo com professores do ensino fundamental — anos finais e do
ensino médio para que eles pudessem relatar suas experiéncias
com a aplicacédo da metodologia ativa.

Neste artigo, sera apresentado a visao e as experiéncias
de professores de matematica com o uso da metodologia ativa,
mostrando suas percepc¢des do processo de ensino-aprendizagem,
juntamente com o papel que o professor exerce em relagdo a
qualidade do ensino. Além disso, pode-se perceber a importancia
de os professores conhecerem novos métodos de ensinar, sempre
levando em consideracdo o desenvolvimento da sociedade atual.

Tendo em vista os beneficios da metodologia ativa em
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sala de aula, sera realizada uma discussdo com os relatos dos
professores que participaram da pesquisa de campo, para que
possamos constatar a eficacia da metodologia ativa na pratica.

2 Metodologia ativa

Segundo Moran (2018), para se ter uma aprendizagem
significativa, o aluno precisa ter um conhecimento gradual, no qual
ira adquirir habilidades dos niveis basico para o mais avancado, e
desta forma ira conseguir aplicar essas habilidades no seu cotidiano.
Tendo em vista a sociedade que vivemos, esse pensamento é
extremamente importante, sabendo do grande avango da tecnologia
no dia a dia da populacdo. Desde meados do século XX, Dewey
(2010) ja notava que a sociedade passava por essas mudancas,
percebendo assim, a necessidade de jovens e criangas para uma
educacao que nao fossem somente ouvintes, todavia se tornassem
ativos em sua aprendizagem.

Essa mudanca s6 ocorre na aprendizagem se ela
for significativa, segundo Moreira (2006, p.13), para que a
aprendizagem seja significativa € necessaria uma propensao para
aprender, que significa ter atitudes e sentimentos positivos que
facilitam a aprendizagem. Assim, os professores precisam adaptar
o método de ensino utilizado em aula.

Quando o acesso as informagdes era mais restrito,
o meétodo tradicional era propicio, assim o professor
transmitia as informagdes e por isso se tornava muito
significativo. Hoje por meio da Internet e das tecnologias,
podemos estudar com muitas pessoas diferentes em
qualquer lugar e a qualquer hora. Sendo assim, para
aprender existe uma enorme flexibilidade e possibilidade
em uma sociedade altamente conectada. (RODRIGUES,
Aline; VIEL, Silvia; SILVA, Bianca, 2021).
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Segundo Piaget (1977), a exceléncia da educacédo nao
€ aprender ao maximo, no entanto, € antes aprender a aprender,
aprender a se desenvolver e desenvolver o que foi aprendido no
seu cotidiano. Como foi discutido no por Viel, Rodrigues e Silva
(2021), a metodologia ativa salienta o protagonismo do aluno, seu
envolvimento em todas as etapas do processo aprendizagem,
fazendo com que ele crie, experiente, lembrando que todo esse
desenvolvimento € sob a orientacio do professor, que € considerado
mediador do conhecimento.

A matematica é considerada, por muitos, como uma ciéncia
gue soO pode ser desenvolvida e explicada de uma unica maneira,
todavia ndo é apenas dessa forma que se obtém resultados,
podemos ensina-la de maneira descontraida e contextualizada.
Smole (2008), afirma que os estudantes precisam aprender a
se comunicar matematicamente, porque desta forma eles sao
estimulados a ter espirito de questionamentos e sao levados a
pensar e a comunicar ideias.

Segundo a BNCC, a formacao do professor também deve
se pautar pela atividade criadora, reflexiva, critica, compartilhada
e de convivéncia com as diferengas, usando as midias e as
tecnologias como linguagem e instrumento da cultura, estruturantes
do pensamento, do curriculo, das metodologias e das relacbes
pedagdgicas. Assim, exercitar a curiosidade intelectual e recorrer
a abordagem proépria das ciéncias, incluindo a investigacdo, a
reflexao, a analise critica, a imaginacado e a criatividade, para
investigar causas, elaborar e testar hipoteses, formular e resolver
problemas e criar solugdes (inclusive tecnologicas) com base nos
conhecimentos das diferentes areas.

Considerando as ideias anteriores, pode-se perceber a
importancia da metodologia ativa, visto que reformula a visdo de
ensino-aprendizagem, transformando positivamente a dindmica da
sala de aula. Com a pesquisa de campo realizada, foi analisado
com os professores de matematica essas diferentes praticas de
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aprendizagem, o que foi utilizado por eles e quais os resultados
obtidos.

3 Analise de dados e informacgoes

Para verificarmos a eficacia da pratica da metodologia
ativa no ensino da matematica, foi realizado uma pesquisa de
campo com os professores de matematica do ensino fundamental —
anos finais e do ensino médio, teve cunho qualitativo e foi realizada
através de um questionario no Forms (ferramenta da plataforma
Google), tendo em vista o cenario que o pais se encontrava. O
estudo busca compreender os resultados, o quanto os professores
entendem de metodologia ativa, o quanto colocam em pratica, e se
colocam na pratica, poder analisar sua eficiéncia na aprendizagem
do aluno no ensino da matematica.

A pesquisa contou com a participacéo de 13 professores de
matematica, que possuem tempo de atuacao variado, tendo alguns
até 5 anos na docéncia e outros que ja estdo ha mais de 15 anos.
Sendo todos eles formados em matematica, fazem parte do corpo
docente de escolas, de Franca — SP e da regido de Sao Joaquim da
Barra — SP. Os docentes participantes, sdo na maioria, 9 deles, de
escolas particulares, os outros 4 atuam em escolas publicas.

A tabela a seguir fornece o tempo de atuacédo de cada
professor e em qual ensino ele atua, dados sobre os professores
participantes que podem ser importantes para as reflexées que eles
trazem.
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Tabela 1 — Tempo e ensino de atuagao dos docentes

QUANTO TEMPO ATUA
DOCENTE: COMO PROFESSOR DE QUAL ENSINO ATUA
MATEMATICA

A ATE 5 ANOS ENSINO FUNDAMENTAL —
ANOS FINAIS

B ATE 5 ANOS ENSINO FUNDAMENTAL —
ANOS FINAIS

c ATE 5 ANOS ENSINO FUNDAMENTAL —
ANOS FINAIS E ENSINO
MEDIO

D 10 - 15 ANOS ENSINO FUNDAMENTAL —
ANOS FINAIS E ENSINO
MEDIO

E ATE 5 ANOS ENSINO FUNDAMENTAL —
ANOS FINAIS

F ATE 5 ANOS ENSINO FUNDAMENTAL —
ANOS FINAIS E ENSINO
MEDIO

G 10 - 15 ANOS ENSINO FUNDAMENTAL —
ANOS FINAIS

H 5—-10 ANOS ENSINO FUNDAMENTAL -
ANOS FINAIS E ENSINO
MEDIO

I 5-10 ANOS ENSINO FUNDAMENTAL —
ANOS FINAIS

J 10 — 15 ANOS ENSINO MEDIO

K MAIS DE 15 ANOS ENSINO MEDIO

L MAIS DE 15 ANOS ENSINO FUNDAMENTAL —
ANOS FINAIS E ENSINO
MEDIO

M 5-10 ANOS ENSINO FUNDAMENTAL —
ANOS FINAIS E ENSINO
MEDIO

Fonte: Autoras, 2021.

O questionario foi constituido por oito perguntas, as quais
foram elaboradas de forma para que se pudesse analisar o tempo
de formacao/atuacao e as experiéncias vividas pelos docentes com
a metodologia ativa, a tabela a seguir consta as perguntas contidas
no questionario.
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Tabela 2 — Questbes elaboradas no questionario

PERGUNTAS
1 Ha quanto tempo atua como professor de mateméatica?
2 Em qual ensino vocé atua?
3 Ha quanto tempo trabalha no ensino assinalado na questao
anterior?
4 Qual a sua concepgdo do processo de ensino aprendizagem

com os educandos no Ensino Fundamental- anos finais e no
Ensino Médio?

5 Quanto as necessidades de mudanga e/ou transformagado no
processo pedagdgico das escolas, elenque o que considera
como prioridade.

6 Vocé conhece a metodologia ativa? Se sim, quais seus
conhecimentos sobre ela?
7 Ja utilizou a metodologia ativa na sala de aula? Se sim, quais

foram os resultados?

8 O que vocé como professor faz para transformar a viséo de
seus alunos quanto a aprendizagem da matematica?

Fonte: Autoras, 2021.

A primeira pergunta foi referente ao tempo de atuacéo do
professor na area de matematica. Consideramos importante esse
guestionamento, porque segundo Ferreira (2012) a metodologia do
ensino de matematica foi introduzida nas faculdades de licenciatura
apenas nos anos de 1990, o qual o principal objetivo é oferecer
subsidios didatico-pedagdgicos aos graduandos na area. Desta
forma, professores que se formaram neste periodo ou em anos
préximos tem uma visao e metodologia diferente dos professores
que estao formados ha menos tempo.

A segunda pergunta foi referente a qual ensino o professor
atua, se é no ensino fundamental — anos finais ou no ensino médio,
esse questionamento € importante para que se possa analisar a
forma na qual o professor precisa conduzir sua aula e quais os
resultados da metodologia ativa nessas duas etapas do ensino. E
a terceira pergunta foi para complementar, perguntando a quanto
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tempo o professor atua nesse ensino.

Tendo em vista ainda que o processo de ensino-
aprendizagem no ensino fundamental- anos finais e no ensino medio
sao distintos, a quarta pergunta foi um questionamento para que
os professores pudessem relatar quais as suas concepcdes destas
diferencgas, o que € necessario para ter a atencao do estudante em
cada etapa, nessa parte o professor ja poderia contar um pouco de
suas experiéncias na sala de aula.

A proxima questao colocada no questionario, foi sobre as
necessidades de mudanca no processo pedagdgico das escolas.
Da percepcgao do professor, o que precisa de alteracdo para uma
melhora significativa na aprendizagem dos discentes.

Apos essas questdes que visavam verificar os ideais dos
professores quanto sua atuacdo no ensino da matematica, foi
incorporado as perguntas referentes a metodologia ativa. Contudo,
antes de saber se o professor ja havia utilizado essa metodologia,
€ necessario saber se ele a conhece e o que conhece. Desta
forma, a sexta pergunta foi sobre o conhecimento do professor na
metodologia ativa.

Depois de saber o que o professor conhecia, foi perguntado
se ele ja havia utilizado algo em suas aulas e caso tivesse, quais
foram os resultados obtidos. Nesta questao, o intuito foi conhecer um
pouco mais das experiéncias dos professores com a metodologia
ativa, para que se possa verificar a sua eficacia na pratica.

Na ultima pergunta, indagamos os professores sobre o
que eles fazem de diferente em suas aulas para mudar a visao
dos alunos de que a matematica é algo complexo, para fazer com
que eles entendam e gostem. Essa pergunta foi realizada, pois
na metodologia ativa o principal foco do ensino aprendizagem é o
aluno, assim, ao questiona-los queremos verificar se os professores
atuantes estdo olhando para esse processo como um todo.

Os préximos graficos a serem apresentados relacionam
os participantes em relacdo ao tempo que atuam e o ensino que

108 Revista Matematica e Educagéo, (1) (13): 101-127, 2023



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

atuam:

Grafico 1 — Tempo de atuagao dos professores

Ha quanto tempo atua como professor de matematica?
13 respostas

@ até 5 anos

@ 5-10anos

@ 10 -15 anos

@ Mais de 15 anos

Fonte: Autoras, 2021.

Grafico 2 — Ensino atuante

Assinale em qual ensino vocé atua

Il Coluna 1

Ensino Fundamental || Ensino Médio

Fonte: Autoras, 2021.

Considerando que o questionario contou com professores
de diferentes tempos de atuacao, faz com que a pesquisa tenha
uma visdo mais ampla em relagcao se sao professores mais novos
ou professores com mais tempo dentro de sala de aula. Como é
mencionado pelo docente J, que na sua graduacgao as metodologias
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nao foram conteudos mencionados e estudados, o que ele conhece
disso (da metodologia ativa) foi ao longo do seu trabalho, atraves
de palestras assistidas. Isso mostra a importancia de uma boa
formacao académica, para que o docente possa ensinar de forma

gue consiga ensinar com qualidade todos os alunos.
A seguir sera apresentado todas as perguntas e as
respectivas respostas dos professores:

3.1 PERGUNTA 4 — Qual a sua concepg¢ao do processo de ensino
aprendizagem com os educandos no Ensino Fundamental- anos

finais e no Ensino Médio?

DOCENTE:

A.

110

RESPOSTA:

Ele envolve toda a pratica de ensino e a forma como o
aluno absorve e usa o que aprendeu

Bem, é algo muito particular de cada aluno. Tenho alunos
que exercem um protagonismo em sala de aula, ou seja,
eles s&do alunos ativos, que buscam o aprender como uma
via de ascensao — pessoal e/ou profissional. Mas nao é
nesses alunos que podemos ver como esta o processo de
ensino aprendizagem, e sim nos alunos que nao sentem
incentivados e muitas vezes se veem “obrigados” (nao
achei outro termo) a estudar, assim & possivel notar que
0 processo € muitas vezes falho com o aluno — seja na
escola publica ou particular — ja que todos os projetos
querem que o aluno esteja mais tempo em sala de aula,
mas nao se importando com a qualidade e o bem estar
do aluno, visa-se um aluno e sua formacao integral, mas
nao apresenta possibilidades reais para esse aluno se
formar. Na area da matematica, o processo de ensino
e aprendizagem esta cada vez mais retroagindo, uma
vez que pelos alunos nao terem um contato ludico com
a matematica ndés anos iniciais — visto por muitos um
momento adequado para a formagdo do aluno — eles
carregam para os anos posteriores essa necessidade e,
com isso, vejo que os alunos se sentem "mal" por nao
entenderem conceitos elementares e acabam tachando
a matematica como chata, e, quando a matematica é
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apresentada de forma ludica, chegam a dizer que é coisa
de "crianga".

Converso muito com os alunos, esclareco as duvidas,
extraio informacdes, tento ao maximo trazer a realidade
deles pra "dentro da matematica", analiso a forma de
raciocinio de cada um nao somente nas avaliagbes, mas
dia a dia na sala de aula.

Tem muito o que melhorar, alunos aprendemos cada um
no seu tempo, precisam ser melhor motivados. Estamos
em um momento da vida onde eles ndo veem nada como
algo interessante, s6 querem coisas praticas, entao
precisamos mudar de alguma forma para essa geragao
nova.

O processo deve tornar o aluno como protagonista do seu
aprendizado e o professor um mediador desse processo.

O processo de ensino-aprendizagem eu acredito que
seja uma troca constante (por isso até usei a palavra
com hifen), em que os alunos e o professor aprendem
e ensinam uns aos outros ao mesmo tempo. E que para
haver uma boa troca, o professor e os alunos precisam
ter um bom relacionamento, e ambiente aconchegante
em suas aulas, um bom professor ndo é aquele que sabe
muito, mas sim aquele que consegue fazer com que a
sala tenha o mesmo raciocinio que ele. Da mesma forma
com que nao medimos o aprendizado dos alunos apenas
por suas respostas, mas sim também pelo nivel de suas
perguntas e questionamentos.

Prioridade em tornar o aluno como protagonista do seu
aprendizado.

Sou a favor da concepcao construtivista onde o aluno é
responsavel e efetivo na sua aprendizagem.

Que esta cada vez mais fraca a aprendizagem e interesse
dos estudantes

O professor deve estar sempre bem preparado em
relagéo ao conteudo (apesar de nao precisar saber todas
as respostas) e também estar com muita disposicao e
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paciéncia. Ainteragao entre professor e aluno no momento
da pratica € fundamental para que ocorra a aprendizagem.

Processo ultrapassado, falho na concepcéao e aplicagcao

Tem muita dificuldade, principalmente agora com a
pandemia

Vejo que ha uma certa deficiéncia em alguns colegas
quanto a dificuldade em aplicar os conceitos para a
pratica (notadamente no dia a dia) do estudante. Aplica-
se muito a teoria e teoremas, conceitos e definigbes.
Concordo que, para nos, professores de matematica, é
algo maravilhoso. Porém, para os estudantes, noto que
muitos sentem dificuldade por ndo compreender.

Fonte: Autoras, 2021.

3.2 PERGUNTA 5 - Quanto as necessidades de mudanca e/ou
transformacéao no processo pedagogico das escolas, elenque o que
considera como prioridade.

DOCENTE:

A.

112

RESPOSTA:

1- Levar os exercicios de matematica para o dia a dia do
aluno.

2- Professores mais qualificados

3- Usar mais a tecnologia na aula

Para mim, mais ensino de matematica, a implementacao
de um curriculo de filosofia/ historia da matematica (ou
ciéncias exatas), e uma quantidade menor de alunos por
sala - por experiéncia propria: uma quantidade de até 20
alunos por sala, faz o professor interagir melhor com seus
alunos e entender e atender a todos de uma forma muito
melhor do que 35 até 50 alunos em sala de aula.

Ao meu ver a mudanga mais necessaria vem por parte do
professor!

Na realidade que vivemos onde temos uma distribuicao
desigual em tantas partes de um mesmo pais, vemos
professores que dao o maximo que tem, criam com o
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pouco que tem e que fazem uma diferenga enorme na
vida de uma crianga! E dai por diante € uma corrente que
segue.

D. Mudanca na aula do professor, Mudanca do material para
a realidade do aluno, na infraestrutura nas escolas, mais
tecnologia e melhor acesso para os alunos, uma educagao
menos bancaria e menos construtivista.

E. Acabar com a ideia que o processo € o detentor do
conhecimento e os alunos vao apenas ouvir.

F. A principal mudanga e/ou transformagdo no processo
pedagdgico das escolas eu acredito que se divide em trés
tépicos:
1° - A educacédo dos pais e alunos, pois os alunos ja
chegam a escola e sao incentivados a terem um pre-
conceito formado da matematica antes mesmo de
conhece-la, criando assim um bloqueio que prejudica sua
evolucéo.
2° - Professores despreparados e desanimados, a escola
precisa incentivar e dar fim aos professores que nao
estimulam a criatividade e o pensamento computacional.
Alunos gostam de se divertir nas aulas, e ao mesmo tempo
aprender, o relacionamento/amizade com os professores
€ muito importante, pois a autoridade do professor deixa
de ser algo adquirida pelo medo e sim pelo respeito e
admiragao.
3° - Quantidade excessiva de conteudo, principalmente
em escolas particulares, decorrente pelo formato
dos vestibulares. A grande quantidade de assuntos e
conteudos impossibilita o professor de desenvolver
projetos que dure mais que uma semana em qualquer
um dos conteudos desenvolvidos, em meédia os alunos
durante o ano veem entre 20 e 30 conteudos novos, 0
que cansa eles e impossibilita projetos mais longos.
As escolas deveriam ter conteudos fundamentais e
desenvolvé-los com exceléncia, fortificando assim a base
para desenvolver conteudos adicionais e mais complexos
depois.

G. Mais liberdade para o professor em relagao a conteudo,

nao se prendendo em seguir o curriculo, mas sim nas
necessidades de cada sala.
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H.

Diminuicdo de alunos por sala e acesso a novas
ferramentas e materiais pedagoégicos

Estrutura, trabalho em equipe, diminuir a sobrecarga,
trabalhar a responsabilidade da familia no processo de
aprendizagem

Melhor selegcado de conteudos necessarios, para que haja
tempo para os alunos se desenvolverem em aspectos
realmente importantes.

Autonomia do aluno e do professor

O acesso para os alunos

Interessante mostrar ao aluno a aplicagdo dos conceitos

estudados, notadamente no cotidiano, para que os
elementos vistos fagam sentido a ele.

Fonte: Autoras, 2021.

3.3 PERGUNTA 6 - Vocé conhece a metodologia ativa? Se sim,
quais seus conhecimentos sobre ela?

DOCENTE:

A.

114

RESPOSTA:

Sim, é quando o aluno € protagonista no seu processo de
ensino aprendizagem. Uso a aula invertida, sistemas de
estacdes e atividades em grupo

Sim, conhecgo. Vejo que € o que mais sera exigido dos
professores no presente e no futuro, ainda mais depois da
pandemia que, de certa maneira, serviu para mexer com
muitos professores.

Sim. Colocar em pratica a teoria, sair dos livros, dar espago
a dimensao da criatividade e construgdo de pensamentos.
Deixar a criatividade vir de encontro aos alunos.

Sim, o aluno sendo protagonista, fazendo parte de seu
préprio aprendizado.
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Sim, sao metodologias que o aluno se torna o protagonista

Conheco em partes, tenho como metodologia ativa, uma
forma de avaliar os alunos n&o apenas por provas €
trabalhos e sim por sua evolugcdo de aprendizagem em
seus diversos niveis de aptidao. O aluno é protagonista
de sua aprendizagem, e o professor deve propor desafios
para que o aluno construa o conhecimento a partir de
situacdes problema.

Sim, tornar o aluno como protagonista de seu aprendizado.
Sim, tornar o aluno protagonista de sua aprendizagem.
Colocar a mao na massa, através de jogos, experimentos,
aula invertida, aluno monitor, entre outras.

Sim, ja fiz algumas formacdes.

Apenas através de algumas palestras. Nao foi um
conteudo estudado durante a minha graduacao.

Uma maneira diferente de colocar o aluno como agente
principal do processo

Aprendizagem Baseada em problemas
De forma resumida, seria a inser¢do do aluno como

agente principal da aprendizagem, o protagonista da sua
prépria aprendizagem.

Fonte: Autoras, 2021.

3.4 PERGUNTA 7 - Ja utilizou a Metodologia Ativa na sala de aula?
Se sim, quais foram os resultados?

DOCENTE:

A.

B.

RESPOSTA:

Sim, com alunos que tem conhecimento prévio mais
sélido foi bem produtivo, mas aqueles que possuem muita
defasagem nao foi positivo.

Sim, varias vezes. Os resultados sdo muito variados, visto
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que cada turma é diferente, mas o que eu vejo em comum
€ que os alunos, dependendo da atividade, se entregam
muito mais para aprender, se dedicam mais. Mas a aula
deve ser muito bem conduzida para que se tenha uma
real aprendizagem.

Sim. Nao em todos os conteudos, mas o que da pra colocar
no palpavel, no visivel eu ja fiz. Resultados excelentes,
alunos bem mais interessados.

As vezes, por utilizar material apostilado temos que
cumprir com o conteudo, sendo somente algumas aulas
em que podemos fazer algum jogo ou algo mais dinamico.

Sim, gamificagcdo. Os alunos gostaram muito, se sentem
desafiados e aprenderam conceitos facilmente

Sim ja utlizei no ensino médio e fundamental, os
resultados nao foram positivos, mas também nao foram
ruins, pelos motivos citados anteriormente, propor uma
nova metodologia aos carece da uniao de toda a escola
e professores, para que vire um costume dos alunos.
Como na maioria das vezes a matematica € tratada como
indecifravel, quando fiz aulas invertidas, e aprendizado
por resolugcdo de problemas, muitas das vezes os
alunos apresentavam falas decoradas sem saber do
que eles estavam realmente falando e outras desistiam
dos exercicios e falavam que matematica € muito dificil.
N&o construindo assim o conhecimento do conteudo.
Acredito que para a metodologia ativa funcionar em sala
de aula, precisamos antes mudar a postura dos alunos e
da escola. Os alunos entenderem que o aprendizado nao
€ apenas para passar em provas € a escola identificar
quais sao seus objetivos: uma aprendizagem significativa
de conteudos bases ou uma aprendizagem superficial
de tudo. Acredito que o novo ensino médio venha para
causar essa mudanga de postura, ja que os alunos estao
cada vez mais questionadores.

Sim, os alunos se tornam mais motivados e o raciocinio
critico e reflexivo melhora consideravelmente.

Sim, constantemente. Os resultados sdo bem melhores
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Sim, é util sem esquecer também o que funciona nos
antigos métodos. Utilizo muito de objetos, aula invertida
e trabalhos em grupos como metodologia ativa, mas é
preciso entender que se precisa também de defini¢cdes e
técnicas.

Acredito que nao

O nome é novo, mas é ciclica. De tempos em tempos
muda-se 0 nome, mas as praticas sdo as mesmas

O aluno desenvolveu autonomia e confianga

Sim. Os resultados foram bem satisfatorios, pois o
estudante agindo, de forma ativa (e ndo passiva, como da
maneira tradicional) consegue realizar e absorver melhor
os conceitos trabalhados fixando melhor os estudos.

Fonte: Autoras, 2021.

3.5 PERGUNTA 8 - O que vocé como professor faz para transformar
a visao de seus alunos quanto a aprendizagem da Matematica?

DOCENTE:

A.

RESPOSTA:

Mostro as aplicagdes no dia a dia e ndo complico mais
gue 0 necessario

Tento mostrar a importancia, primeiramente. Contido,
falo com meus alunos o quanto eu gosto de matematica
e como ela se relaciona no cotidiano - seja um conceito
basico ou avangado, por que os alunos, mesmos conceitos
avancgados, entendem e assim tem uma visao mais ampla.

Muitos ja chegam no 6° ano com um bloqueio e um
certo preconceito com a matematica, tento mudar essa
percepcao. Mostrando que as vezes o jeito que ele
entendeu e resolveu tem uma légica por tras e isso o
ajuda a ter mais interesse.

Tentar mostrar que a matematica ndo € um bicho de sete
cabecas e sim, algo totalmente interessante e prazeroso
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de aprender.

Mostrar que a matematica esta presente e tudo e que ela
pode ser simples

Eu tento em todas as minhas aulas de Fisica e Matematica
mostrar a eles que a matematica, como todas as outras
disciplinas s&o necessarias para a vida, seja para se
divertir, trabalhar ou servir a sociedade. Que o sentido
nao é decorar formulas e resolver varios exercicios, mas
entender o processo e avalia-lo, e saber em qual momento
da sua vida o usara, ou as vezes, ja esta usando. E ao
tentar fazer isso em todas as minhas aulas mostro a eles
como sou fascinado pela matematica, de alguma forma
acho que essa energia ajuda a transformar a visao deles.
Fora todo aquele cliché de contextualizar e mostrar as
aplicagcdes de tudo, coisa que deveria ser normal em
todas aulas de matematica.

Tento induzir os alunos a refletirem mais sobre os
problemas propostos.

Utilizando ferramentas diversas de aprendizagem e de
forma contextualizada com a realidade deles.

Sempre q possivel contextualizo e relaciono o q estao
aprendendo com o projeto d vida deles.

Tento mostrar aplicabilidades dos conteudos

Acho que uma boa maneira € mostrar as aplicagdes no
seu cotidiano e em sua vida. Precisa fazer sentido.

Trabalho com atividades ludicas

Mostrar a importancia do dominio dos conceitos
matematicos, como também suas aplicagdes no dia a dia,
na ciéncia e como ferramenta transformadora de opinido
e da sociedade em que ele, estudante, esta inserido.

Fonte: Autoras, 2021.
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4 Discussao do questionario

Levando em consideragcdo que a pesquisa teve a
participacao de 13 professores, vemos que 85% deles tém uma
postura positivista sobre a metodologia ativa, mesmo alguns deles
nunca terem colocado na pratica em sala de aula. Reforgcando a
ideia de que o discente € um agente ativo em sua aprendizagem e
que o professor precisa levar em consideracao todas as construcoes
feitas pelo aluno. Os outros 15% dos docentes, que apresentam
alguma negatividade sobre a aplicacado da metodologia, talvez por
nao terem conhecimento do tema ou tiveram alguma experiéncia
negativa dentro de sala, como foram relatadas em algumas das
respostas, ou por motivos variados, como acharem mais valido o
uso de outras metodologias para o ensino da matematica.

No processo de ensino e de estimulo para a aprendizagem,
o professor também precisa olhar de maneira assertiva para os erros
dos alunos, conseguindo tirar proveito para que possam aprender
também com os erros. Assim como o Docente C evidenciou em
sua resposta na pesquisa: “Mostrando que as vezes o jeito que ele
entendeu e resolveu tem uma légica por tras e isso o ajuda a ter
mais interesse.”, ou seja, usar o que o aluno ja tem para despertar
mais interesse e fazé-lo aprender cada vez mais.

O aluno precisa ser protagonista da sua propria
aprendizagem, ao perguntarmos aos professores, o que vocé faz
para mudar a visdo de seus alunos quanto a aprendizagem da
matematica? A resposta apresentada a seguir, mostra a visao do
professor D sobre o assunto:

Bem, é algo muito particular de cada aluno. Tenho alunos
que exercem um protagonismo em sala de aula, ou seja,
eles sao alunos ativos, que buscam o aprender como uma
via de ascensao - pessoal e/ou profissional. Mas nao &
nesses alunos que podemos ver como esta o0 processo
de ensino aprendizagem, e sim nos alunos que nao
sentem incentivados e muitas vezes se veem "obrigados"

Revista Matematica e Educacao, (1) (13): 101-127, 2023 119



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

{..} a estudar, assim & possivel notar que o processo &
muitas vezes falho com o aluno - seja na escola publica
ou particular - ja que todos os projetos querem que o
aluno esteja mais tempo em sala de aula, mas néo se
importando com a qualidade e o bem estar do aluno, visa-
se um aluno e sua formacao integral, mas nao apresenta
possibilidades reais para esse aluno se formar. (Docente
D do Questionario).

Demo (2004, p. 60) define aprendizagem como “processo
dindmico, complexo ndo linear, de teor autopoiético, hermenéutico,
tipicamente interpretativo, fundado na condicdo de sujeito que
participa desconstruindo e reconstruindo conhecimento”. Dessa
forma, o ato de saber pode ser considerado uma questdo de
processo de desconstrucdo e reconstrucdo do conhecimento.
Aprender € o desafio de reconstruir o conhecimento, um processo
educacional em que aprendemos a aprender.

Processo de ensino e aprendizagem € definido como um
sistema de troca de informacdes entre professores e discentes,
isso deve se basear no objetivo de que os estudantes precisam
aprender, ndo podemos apenas ensinar superficialmente. O ensino,
visa a aprendizagem e o desenvolvimento dos alunos, portanto, os
docentes precisam ensinar de forma que a aprendizagem mude o
pensamento deles. A pratica do professor deve ser orientada para
fazer o discente refletir, colocando a teoria estudada no dia a dia.
Assim como a Docente H da pesquisa mencionou, a utilizacao de
ferramentas diferentes e de forma contextualizada com a realidade
do aluno é importante para que o aluno faga parte e sinta que o
que esta estudando em sala de aula, sera importante para o seu
processo profissional e pessoal, porque desta forma ira conseguir
levar a aprendizagem para a sua vida.

Para Paulo Freire (2015), a educacao libertadora ou
problematizadora estimula o aluno a participar ativamente na hora
de aprender e principalmente a questionar a realidade. E uma
maneira de estimula-los a questionarem o mundo, a pensarem em
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solugdes, a se entenderem como parte de uma sociedade e a nao
se conformarem com a realidade, fazendo-os agentes pensantes e
transformadores.

Como ja vimos anteriormente, o processo de ensino
e aprendizagem é realizado de diferentes formas e a funcédo do
educador é fazer a diferenca na vida do aluno, para que esse possa
ser um agente transformador no mundo. O discente, s6 aprende
quando entende o processo de construcdo do conhecimento.
Nesse sentido, o objetivo da metodologia ativa é focar no processo
de ensino e aprendizagem, é olhar diretamente para a formagéao do
aluno, ajudando-o em seu processo de desenvolvimento.

O professor deve estar sempre bem-preparado em
relacao ao conteudo (apesar de nao precisar saber todas
as respostas) e também estar com muita disposicao e
paciéncia. Ainteragao entre professor e aluno no momento
da pratica € fundamental para que ocorra a aprendizagem.
(Docente J do Questionario).

Assim, sabemos que o professor tem um papel primordial
neste processo em que os alunos adquirem conhecimento de
maneiras diferentes e em tempos diferentes. Logo, é necessario
orientar os alunos a refletir na pratica e alcangar novos horizontes.
O docente permite aos alunos alcangar este conhecimento e mediar
este processo de aprendizagem até o objetivo do aluno.

O estudante se desenvolve individualmente, mas o
aprendizado ocorre das relacdes estabelecidas da interacao e
das trocas mutuas. Uma das dificuldades do ensino atual, sdo as
praticas muito tradicionalista dos professores, as mesmas técnicas
usadas ha anos, em que n&o levam em consideracdo a forma de
ensino e o processo como um todo.

O processo de ensino-aprendizagem eu acredito que
seja uma troca constante (por isso até usei a palavra
com hifen), em que os alunos e o professor aprendem
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e ensinam uns aos outros ao mesmo tempo. E que para
haver uma boa troca, o professor e os alunos precisam
ter um bom relacionamento, e ambiente aconchegante
em suas aulas, um bom professor ndo é aquele que
sabe muito, mas sim aquele que consegue fazer com
que a sala tenha o mesmo raciocinio que ele. Da mesma
forma com que ndao medimos o aprendizado dos alunos
apenas por suas respostas, mas sim também pelo nivel
de suas perguntas e questionamentos. (Docente F do
Questionario).

Na matematica necessita-se assumir o seu verdadeiro
papel no ensino, propiciando um ensino e uma aprendizagem
significativa, criativa, pratica e contextualizada de acordo com a
realidade social do educando. Portanto, € necessario olhar para
esse processo, transformando os alunos em construtores do proprio
conhecimento.

Segundo D'Ambrésio (1991, p.1), “[...] a matematica que
ensinamos tem problemas. O conteudo que tentamos repassar no
sistema escolar é desatualizado, enfadonho e inutil.” Da mesma
forma, Nacarato (2009) apontou que muitos professores continuam a
"[...Jusar os mesmos métodos das décadas anteriores para ministrar
aulas de matematica: enfatizando calculos e algoritmos, faltando
compreensao e significado para os alunos; enfocando a aritmética
e ignorando outros campos da matematica, como Geometria e
Estatistica "(NACARATO, 2009, p. 18). As palavras desses autores
enfatizam a necessidade de abandonar o tradicionalismo, ou
seja, para de tratar a matematica como um assunto que desperta
ansiedade e medo nos alunos. Também mostram a urgéncia de
reflexao sobre novas estratégias de ensino que facilitem o processo
de ensino, bem como a analise e investigacao da pratica do
professor em sala de aula, seus métodos de ensino e como ele
concebe a aprendizagem da matematica.
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Na area da matematica, o processo de ensino e
aprendizagem esta cada vez mais retroagindo, uma
vez que pelos alunos nao terem um contato ludico com
a matematica nos anos iniciais - visto por muitos um
momento adequado para a formagédo do aluno - eles
carregam para os anos posteriores essa necessidade e,
com isso, vejo que os alunos se sentem "mal" por ndo
entenderem conceitos elementares e acabam tachando
a matematica como chata, e, quando a matematica &
apresentada de forma ludica, chegam a dizer que é coisa
de "criang¢a" (Docente B do Questionario).

Quando o professor explica a matematica salientando
seu uso no cotidiano, gera um interesse maior no estudante em
aprender o que esta sendo apresentado, porque deixa de ser algo
abstrato para algo concreto. Por exemplo, quando o docente apenas
explica o que € uma fungéo de segundo grau nao deixa o aluno
interessado, mas quando coloca isso no seu cotidiano, que quando
vai jogar uma bola no basquete, o movimento que se realiza € uma
parabola e isso € uma funcao de segundo grau, chama a atencao
do aluno para a aula, deixando-o intrigado e curioso.

Mostrar a importdncia do dominio dos conceitos
matematicos, como também suas aplica¢des no dia a dia,
na ciéncia e como ferramenta transformadora de opinido
e da sociedade em que ele, estudante, esta inserido.
(Docente M do Questionario).

Trabalhar com a Metodologia em sala de aula € incentivar
os discentes a aprender de forma autbnoma e participativa a partir
de problemas e situacdes reais. Os estudantes se desenvolvem
de forma diferente e com tempos variados, desta forma, o docente
precisa saber guiar a aula de maneira que fique compreensivel
para todos os estudantes.

Os resultados s&o muito variados, visto que cada turma é
diferente, mas o que eu vejo em comum é que os alunos,
dependendo da atividade, se entregam muito mais para
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aprender, se dedicam mais. Mas a aula deve ser muito
bem conduzida para que se tenha uma real aprendizagem.
(Docente M do Questionario).

Os métodos positivos de educacdo inovadora mostram que
€ possivel para os alunos da cultura digital transformarem a sala de
aula em uma experiéncia de aprendizagem mais viva e significativa,
com expectativas de ensino, aprendizagem, autodesenvolvimento
e formacao semelhantes as expressas pelas geracdes anteriores.
Os alunos que atualmente entram no sistema de educacao formal
precisam das habilidades dos professores, habilidades de ensino e
método, e eles ndo estao preparados.

5 Consideragoes Finais

A pratica docente baseada em métodos ativos no ensino
de conteudos pode alterar a qualidade e eficacia da aprendizagem
e isso precisa ser levado em consideragao pelos docentes.
A estratégia de ensino da metodologia ativa promove uma
aprendizagem significativa e cultiva a capacidade dos alunos de
aprender de forma independente. O fato dos alunos se tornarem
participantes do processo de aprendizagem mostra que muito se
aprende com a realidade.

Voltando a esta questao levantada neste artigo, podemos
perceber que que é necessario que os professores de matematica
tenham mais formacao em relacéo ao que é a metodologia ativa e
como coloca-la na pratica em sala de aula, levando em consideracao
que 85% deles possuem uma postura positivista e um olhar aberto
para a metodologia, mas nem todos eles colocaram em pratica.

A forma de ensinar deve levar o aluno uma educacao
mais prazerosa, para que os alunos se motivem e se envolvam
com entusiasmo em todas as atividades com niveis de dificuldades
diferentes. E o professor tem um papel muito importante para essa
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mudanga no ensino, pois educar alunos de maneira positiva e criativa
permitira que eles atinjam o apice do aprendizado. Desta forma, a
discussao abordada neste artigo sobre a metodologia ativa, deixa
evidente que nao é necessario complexidade para aplicacdo desta
metodologia no ensino da matematica, mas os docentes precisam
conhecer mais sobre metodologia para colocar em pratica, levando
mais inovagao na sala de aula.

Além disso, é possivel ver a importancia de envolver
os alunos, principalmente por meio de incentivos e desafios. O
impacto da aprendizagem nao é pelas experiéncias do professor,
e sim por sua propria vivéncia. Sabendo de todo esse beneficio
que a metodologia ativa traz para o aluno, o questionario mostra
que na pratica para se ter qualidade e eficacia na metodologia &
necessario recursos, deixando o estudante no centro do processo
de aprendizagem.

Observamos assim, utilizando como referéncia os
professores pesquisados, que a matematica pode ser inovadora
e que muitos docentes utilizam estratégias da metodologia ativa
de maneira a colaborar para a construcdo do conhecimento
matematico dos alunos. As discussdes, buscam tracar novas
perspectivas da utilizacao da metodologia, tendo em vista que o
professor possui grande influéncia sobre seus alunos, com isso é
evidente a importancias de olhar para o processo de aprendizagem
como um todo.

Pode-se concluir entdo, que realizar uma pratica
pedagdgica baseada em metodologias ativas no ensino de um
conteudo pode transformar a qualidade e a eficacia do ensino-
aprendizagem. A metodologia ativa pode facilitar a aprendizagem
significativa e independente. O fato dos alunos se tornarem
participantes do processo de aprendizagem mostra que se aprende
muito a partir da realidade.

Revista Matematica e Educacao, (1) (13): 101-127, 2023 125



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

Referéncias

3 EXEMPLOS PRATICOS DE METODOLOGIAS ATIVAS.
Disponivel em: https://gutennews.com.br/blog/2018/07/05/3-
exemplos-praticos-de-metodologias-ativas/. Acesso em: 03 de
julho de 2020.

ABREU, José Ricardo Pinto de. Contexto Atual do Ensino Médio:
Metodologias Tradicionais e Ativas - Necessidades Pedagdgicas
dos Professores e da Estrutura das Escolas. 2011. 105 f.
Dissertacao (Programa de Pés-Graduacao em Ciéncias da Saude)
- Universidade Federal do Rio Grande do Sul. Porto Alegre, 2009.

ALVES, Rubem. A alegria de ensinar. Campinas: Sao Paulo.
Papirus,2012.

ALVES, Rubem. Ao professor, com o meu carinho. Campinas: Sao
Paulo. Versus Editora, 2004.

BARROS, A. J. P; LEHFELD N. A. S. Fundamentos de metodologia:
um guia para iniciagao cientifica. Sao Paulo: McGraw-Hill, 1986.

CARVALHO, Anabela. Pedagogia, Didactica e metodologia.
Disponivel em: https://ciberduvidas.iscte-iul.pt/consultorio/
perguntas/pedagogia-didactica-e-metodologia/25023/. Acesso em
18/03/2021 as 09:15.

COMENIUS, Juam A., Didactica Magna. Editora Fundacao
Calouste Gulbenkian, 2001. 13p Como As Metodologias Ativas
Favorecem O Aprendizado. Disponivel em: https://novaescola.org.
br/conteudo/11897/como-as-metodologias-ativas-favorecem-o-
aprendizado. Acesso em: 07 de julho de 2020.

D’AMBROSIO, Ubiratan. Matematica, ensino e educacdo: uma
proposta global. Temas & Debates: SBEM, Sao Paulo, 1991.

DEMO, Pedro. Aprendizagem no Brasil: ainda muito por fazer. Porto
Alegre: Mediagao, 2004.

Dicionario Online de Portugués. Disponivel em: https://www.dicio.
com.br/metodologia/Acesso em: 18/032021 as 09:13

FERREIRA, Viviane Lovatti e SANTOS, Vinicio de Macedo. O
processo historico de disciplinarizacdo da Metodologia do Ensino
de Matematica. Bolema: Boletim de Educagdo Matematica
[online]. 2012, v. 26, n. 42a [Acesso em: 02 de outubro de 2021]
, pp. 163-192. Disponivel em: <https://doi.org/10.1590/S0103-
636X2012000100009.

126 Revista Matematica e Educagéo, (1) (13): 101-127, 2023



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

FEYNMAN, Richard. "O que é uma lei fisica?",Col. Ciéncia
Aberta, editora Gradiva, 1989] , disponivel em :https://www.mat.
uc.pt/~jaimecs/nonius/nonius23_3.html.

FILATRO, Andrea; CAVALCANTE, Carolina Costa. Metodologias
Inov-ativas na educacéao presencial, a distancia e corporativa. Sao
Paulo: Saraiva Educacao, 2018.

FREIRE, Paulo. Pedagogia da Autonomia: saberes necessarios a
pratica educativa. 51. ed. Rio de Janeiro: Paz e terra, 2015.

Metodologias Ativas: Como Essa Tendéncia Pode Beneficiar As
Praticas Pedagdégicas? Disponivel em: https://www.somospar.com.
br/metodologias-ativas-como-essa-tendencia-pode-beneficiar-as-
praticas-pedagogicas/. Acesso em: 31 de agosto de 2020.

MORAIS, Cleyson Mello de; PENTAGNA, Regina Petrillo; ALMEIDA,
Rogério Neto de. Metodologias ativas: desafios contemporaneos

e aprendizagem transformadora. Rio de Janeiro: Freitas Bastos,
2019.

MORAN, José; BACICH, Lilian. Metodologias ativas para uma
educacao inovadora: uma abordagem teorico-pratica. Porto Alegre:
Penso, 2018.

MOREIRA, M. A. A teoria da aprendizagem significativa e sua
implementagcdo em sala de aula. Brasilia: Editora Universidade de
Brasilia, 2006.

NACARATO, A.; MENGALI, B. L. S.; PASSOS, C. L. B. Amatematica
nos anos iniciais do ensino fundamental: tecendo fios do ensinar e
do aprender. Belo Horizonte: Auténtica, 2009. (Colecao Tendéncias
em Educacao Matematica).

PIAGET, Jean. Para onde vai a educacao? Rio de Janeiro: José
Olympio, 1977.

RODRIGUES, A., VIEL, S., SILVA, B. Metodologia Ativa no Ensino
de Matematica, Franca, revista em impresséao, 2021. Edi¢cao

SMOLE, K.S. Escola para criancas de 4 a 6 anos. Brasilia:
Cisbrasil,2008.

Westbrook, Robert B., John Dewey/ Robert B. Westbrook; Anisio
Teixeira, José Eustaquio Romao, Verone Lane Rodrigues (org.)
Recife: Fundagdo Joaquim Nabuco, Editora Massangana, 2010.
(Colecao educadores).

Revista Matematica e Educacao, (1) (13): 101-127, 2023 127



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

POSSIVEIS CORRELAGOES ENTRE
MULTIFRACTALIDADE, VOLATILIDADE E PREVISOES

EM SERIE TEMPORAIS FINANCEIRAS

Rodrigo Silva Ribeiro
Licenciando em Matematica — Uni-FACEF
rodigo.1824@gmail.com

Dr. Anténio Carlos da Silva Filho
Doutor em Fisica - Uni-FACEF
acdasf@bol.com.br

1 Introducgao

Sabe-se que empresas se tornam bem sucedidas
justamente por nao evitar completamente o risco, mas detectando-o
e explorando-o em proveito préoprio. O vinculo entre risco e
recompensa motiva a tomada de riscos ao longo da histéria e
uma empresa que decide se proteger de qualquer tipo de risco
provavelmente nao gerara lucro para os seus acionistas. Uma das
formas de detectar e explorar o risco é conhecendo e analisando as
oscilagdes do ativo ou do grupo de ativos que se tem. No mercado
financeiro, na maioria das vezes o risco € medido pelo grau de
variabilidade dos retornos do investimento, ou seja, quanto maior
as possiveis oscilagcdes, maior sera o risco do ativo.

Com a evolugdo dos estudos sobre o comportamento
das séries temporais financeiras, surgiu uma nova abordagem
chamada geometria dos fractais. Os primeiros passos sobre o tema
foram desenvolvidos por um matematico polonés chamado Benoit
Mandelbrot (MANDELBROT, 1975).

O termo “fractal” foi criado a partir do adjetivo latino
fractus do verbo frangere, que significada quebrar.Quando se
fala em geometria fractal, é afirmado que todos os objetos,
fendmenos,teorias e significados complexos podem ser reduzidos,
ou seja, dimensionados em unidades menores, a fim de explica-

128 Revista Matematica e Educagéo, (1) (13): 128-144, 2023



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

los de forma mais simples. Essa ideia de dimensionar objeto em
unidades menores foi aplicada inicialmente na geometria, sendo
um avango em relacao a geometria eucladiana. Tal concepcao
visava mostrar que as coisas podem ser vistas em escalas cada vez
menores, aumentando os detalhes e melhorando sua visualizagao.

O comportamento de escala fractal foi observado em
muitas areas como: fisica experimental, geofisica, fisiologia e até
mesmo nas ciéncias sociais. No entanto, sabe-se que a maioria das
bases de dados geradas na natureza e nas ciéncias sociais, como
por exemplo, nos mercados financeiros, sdo sistemas complexos,
que nao estdo em equilibrio, assim n&o seria possivel explicar seu
comportamento através de um unico expoente de escala. Isso
porque quando se tem uma base de dados gerada por um sistema
complexo, na maioria das vezes, encontramos dados em situacoes
de desequilibrio, que seguem relagcdes de escala em varias ordens
de grandeza. Essas relacbes permitem uma caracterizacao dos
dados e do complexos gerador dessa série por expoentes de escala
fractal ou multifractal, que podem servir como caracteristicas para
comparagdes com outros sistemas e modelos.

Em muitos casos, o comportamento de escala pode ser
observado por muitos subconjuntos de fractais entrelacados na série
de tempo. Assim, séra necessario uma multiddo de expoentes de
escala para uma descricao completa do comportamento da série e
esse comportamento € denominado multifractal. O comportamento
de escala multifractal foi observado pela primeira vez por Mandelbrot
em seu livro “ Les Objets Fractals: forme, hasard et dimension”
(MANDELBROT, 1975) e confirmada por Mantegna e Stanley
(1996); apds essa data, varios autores testaram tal comportamento
em varias areas do conhecimento e constataram a existéncia de
multifractalidade em varias séries de tempo e sua aplicacéo se deu
com sucesso no mercado financeiro e nas séries encontradas na
natureza.

Para o mercado de acdes, varios autores como: Turiel e
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Perez-Vicente (2003), Turiel e Perez-Vicente (2005), Oswiecimka
et al. (2005), Kwapien et al. (2005), Norouzzadeh e Jafari (2005),
Su, Wang e Huang (2009), Wang, Liu e Gu (2009), Dutta (2010),
Benbachir e Alaoui (2011), Cajueiro, Gogas e Tabak (2009), Dutta,
Ghosh e Chatterjee (2016), Grech (2016) e Maganini et al. (2018),
concluiram que as acgoes e indices de varios mercados possuem
caracteristicas multifractais, inclusive o mercado brasileiro.
Entender se uma série financeira possui ou nao caracteristicas de
multifractalidade € interessante porque pode auxiliar usuarios a
modelar sua volatilidade.

Lux, Morales-Arias e Sattarhoff (2014) afirmam que modelar
a volatilidade de séries temporais € de fundamental importancia
tanto para os profissionais de finangas como para os académicos,
porque permite desenvolver modelos aplicaveis para a gestao de
riscos, precificacdo de ativos e alocagao de uma carteira.

2 O método MFDFA

Os estudos sobre multifractais foram inicialmente
pensados por Mandelbrot no ano de 1975 em seu livro intitulado
“Les Objets Fractals: forme, hasard et dimension” (MANDELBROT,
1975). Neste livro o autor entende que muitas séries analisadas na
natureza nao podem ser explicadas através de um unico expoente
de escala e afirma que ha evidéncias de multifractalidade para
varios casos. Stanley et al. (1996) analisam a dindmica do tamanho
das empresas, tendo como diferencial do trabalho a analise dos
dados ao longo de muitas escalas de tempo, em vez de apenas
um unico intervalo de tempo e Mandelbrot afirma que a analise
multifractal € um novo tipo de prospec¢ao de dados para analisar
os ativos financeiros.

Com o passar do tempo foram criados varios modelos para
se analisar as propriedades multifractais para séries temporais. Os
mais utilizados sado: o método Multifractal Detrended Fluctuation
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Analysis, que € uma generalizagdo do método DFA, idelizado por
Kantelhardt et al (2002).

A metodologia do MFDFA fez-se presente nos ultimos
anos de maneira determinante na area de econofisica, através, por
exemplo, dos trabalhos de Wang, Liu e Gu (2009), Zunino et al.
(2009), Zunino et al. (2008), Oswiecimka et al. (2006), Ying, Xin-
Tian e Xiu (2009), Oswiecimka et al. (2005), Matia, Ashkenazy e
Stanley (2003). O método descrito foi largamente utilizado na
literatura para analise. Segue-se uma exposicao do algoritmo
descrito originalmente por Kantelhardt [KANTELHARDT et al.,
2002] e largamente utilizado na literatura.

Este algoritmo compreende seis etapas. Considere-se x,
uma série temporal de comprimento N e com suporte compacto, ou
seja, x,=0 somente para uma frag&o insignificante de valores.

Primeira etapa: Determina-se o “perfil” Y:
Y{i) = Zlic=1[xk — )] ;i =1, el (1)

Segunda etapa: Divide-se o perfil Y(i) em N=[(N§)
segmentos de comprimento s nao superpostos. Frequentemente,
o comprimento N das series normalmente ndao € um multiplo da
escala s considerada e sobrara, inevitavelmente, uma pequena
porcéo ao final. Para ndo desconsiderar esta pequena porcao da
série, repete-se 0 mesmo procedimento, mas comecg¢ando do final
para o inicio da série (na ordem inversa, portanto), ou, o que é
equivalente, comecgando do ponto m+1, onde m é o resto da divisdo
de N por s. Assim, sao obtidos ZN_segmentos no total.

Terceira etapa: Calcula-se a tendéncia local para cada
um dos ZN_segmentos por uma regresséo, usando o meétodo dos
minimos quadrados. Apoés isso, determina-se a variancia:

F3(s,v) = - X5, {Y[(w = Ds +i] = 3, (D (2)
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Para cada segmento v,v=1,..,N_and
F2(s,v) = Z54{Y [N — (0 = Ny)s + i] — 3, ()2 (3)

Para v=N_+1,..,2N . Aqui, y, (i) € o polinémio ajustado para
0 segmento v.

Quartaetapa: Realiza-se a média sobre todos os segmentos
com o proposito de obter a funcao de flutuacao de g-ésima ordem:

Fi(s) = (325 F2 s, m19/2) @)

2Ng

Neste ponto, a variavel “q” pode ter qualquer valor, exceto
zero. As etapas 2 a 4 ser repetidas para diferentes escalas de
tempo s.

Quinta etapa: Determina-se o comportamento de escala
da funcdo de flutuacdo através da analise de graficos log-log
de F, (s) contra s, para cada valor de q (pois ja € conhecido que
fendmenos com invaridncia de escala obedecem a uma lei de
poténcia [MANDELBROT, 1998].

F,(s) ~ sht@) (5)

A funcado h(q) € conhecida como Expoente de Hurst
Generalizado e tem um papel central no estudo da multifractalidade.

Sexta etapa: Eq. (5) pode ser escrita como F,

(s)=AS"@  a partir da qual, tirando-se logaritmos dos dois lados,
deduz-se que:

logF (s)=logA+h(q)logs (6)
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Obtendo-se, assim, o valor do Expoente de Hurst
Generalizado.

Sabemos que as séries temporais monofractais sao
caracterizadas por um unico expoente de escala. Desta maneira,
espera-se que o Expoente de Hurst Generalizado, h(q), seja
independente de q. Esta diferenga é o fundamento para a distingao
entre os dois tipos de comportamento neste método: h(q) nao varia
com g para as series monofractais; porém, varia com g para as
series multifractais. Este fato esta embasdo em que os diferentes
fatores de escala para pequenas e grandes flutuacbdes produzirdo
uma significativa dependéncia de h(q) em fungdo de q. Estas
diferencas sao diferentes para diferentes valores de q: os valores de
q’s positivos e os valores de q’s negativos. Assim, para valores de g
positivos, h(q) descreve o comportamento de escala dos segmentos
com grandes flutuagées, enquanto que para valores de q negativos,
os expoentes de escala h(q) descrevem o comportamento de escala
para segmentos com pequenas flutuagdes.

Desta maneira, o0 método mais aceito pela comunidade
cientifica para confirmar a multifractalidade nas series temporais
€ através da analise do seu espectro. Entende-se por espectro o
conjunto dos valores para h(q) ou para a(a), onde a(q) € obtido
a partir de h(q) por uma transformacéao. Tal analise é baseada na
relacao entre o Expoente de Hurst Generalizado, h(q), e 0 Expoente
de Renyi, 7(q) [GREEN et al., 2014] dada a seguir:

©(q)=qh(q)-1-q(h(1)-1) (7)

Deduz-se da equacéo (7), fazendo-se uma transformacéao
de Legendre:

a=gt(9)e f(@) = a(@) q - ©(q) ®)

Fazendo uso da Equacdo 6, define-se o grau de
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multifractalidade Ah como:
Ah = max[h(q)] — min[h(q)] 9)

Uma medida alternativa do grau de multifractalidade pode
ser obtida usando a Equacéo 8:

Aa = max[a] — min[a] (10)
3 Dados

Foram utilizadas trés séries de acdes negociadas no
mercado brasileiro: Vale do Rio Doce (VALES), Itau/Unibanco
(ITUB4) e Bradesco (BBDC4), além do indice IBOVESPA. Todas
as quatro séeries abrangem o periodo que vai de janeiro de 1998 a
maio de 2015, perfazendo um total cada uma de 4.308 dados. Para
os calculos foram utilizados os retornos destas séries, r(t), definidos
como r(t) = In[x(t)] — In[x(t-1)]. Os graficos destas séries (e dos seus
retornos) estao exibidos na secao de resultados.

4 Resultados

Os graficos das quatro séries e os seus respectivos
retornos estao colocados nas figuras 1 a 8 a seguir.
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Figura 1 — Série temporal do IBOVESPA
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Figura 3 — Série temporal do BBDC4
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Figura 4 — Série temporal dos retornos do BBDC4
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Figura 5 — Série temporal da VALES
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Figura 7 — Série temporal do ITUB4
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Um exemplo da analise de tendéncia das fungdes Fq, para
a série do IBOVESPA, esta na figura 9 a seguir:
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Figura 9 — logaritmo de Fgq em fungao da escala
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Um grafico para exemplificar o calculo do parametro
multifractal Aa esta colocado (com barras de erro nos pontos) na
figura 10 a seguir:

Figura 10 — Espectro Multifractal dos retornos dos indices
analisados (f(a) x a).

12

A tabela 1 a seguir mostra os valores de a e Aa para as
séries analisadas:
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Tabela 1 - indice de Multifractalidade para os retornos dos indices

analisados
a max o min Ag,
Ibovespa 0,6995 (0.0174) 0,3288 (0.0138) 0,3707 (0.0312)
VALES 0,7821 (0.0168) 10,3358 (0.0153) 0,4463 (0.0321)
ITUB4 0,7636 (0.0164) 0,3021 (0.0089) 0,4615 (0.0253)
BBDC4 0,7199 (0.0382) 0,3715 (0.0097) 0,3484 (0.0479)

Nota: Entre parénteses estao os devios-padrdes. Para Aa a soma dos desvios-
padrées de max(a) and min(a) estdo em parénteses.

Sabe-se que a volatilidade € uma medida das flutuacdes
de um ativo ou indice. Mas se este ativo ou indice apresenta
grandes flutuacgdes, isto ndo permite que se fagcam boas previsdes
sobre o0 seu comportamento. Quanto mais dificil de se fazer estas
previsdes, maior € o risco que este ativo ou indice apresenta ao
investidor. Assim, uma medida para este risco é a volatilidade. A
literatura em finangas apresenta varias medidas da volatilidade,
mas usaremos aqui os retornos absolutos, como feito, por exemplo,
em Ding et al. (1993). Os retornos absolutos, aqui denotados por
r(t), sao definidos por:

Xj

#E) = ’ln

Xj-1

Varios trabalhos usam esta definicdo (ZUNINO et al.,
2009). Como estamos interessados na medida do risco para um
intervalo no tempo e esta medida de volatilidade € pontual, faremos
uma media dos valores individuais da volatilidade correspondentes
ao intervalo considerado. A seguir, vamos analisar se existe alguma
correlacao entre o grau de multifractalidade e as volatilidades.
Usaremos janelas com 1.000 valores de dados em
cada uma e com uma distancia de 50 valores entre duas janelas
adjacentes, dando, nestes casos, um total de 59 janelas. Os
resultados estao colocados nas Figuras 11-14 a seguir:
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Figura 11 — Volatilidade para o Ibovespa, medida como a média dos
valores absolutos dos log-retornos para janelas méveis, dividindo
os valores de Aa em duas regides.
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Figura 12 — Volatilidade para a VALES, medida como a média dos
valores absolutos dos log-retornos para janelas méveis, dividindo
os valores de Aa em duas regides.
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Figura 13 — Volatilidade para a ITUB4, medida como a média dos
valores absolutos dos log-retornos para janelas méveis, dividindo
os valores de Aa em duas regides.
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Figura 14 — Volatilidade para a BBDC4, medida como a média dos
valores absolutos dos log-retornos para janelas méveis, dividindo
os valores de Aa em duas regides.
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Estas figuras exibem os resultados dividindo o grafico em
duas regides. Nos casos de |Ibovespa, VALES e ITUB4, o ponto de
corte (arbitrario) foi o de Aa = 0,25 e no caso do BBDC4 o ponto de
corte foi o de Aa = 0,15. Acima destes valores, a volatilidade & mais
alta, indicando, entao, maior risco € menor confianga nas previsoes.
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5 Analise e Conclusao

Obtivemos os parametros multifractais para as quatro
séries de indices analisados e calculamos a volatilidade para janelas
moveis adjacentes para cada um dos quatro ativos. Encontramos
gque a partir de determinado valor (valor este que depende do
ativo) de Aa a volatilidade € mais alta, indicando que o grau de
multifractalidade pode, sim, ser um indicador tanto da volatilidade
guanto do risco associado a um determinado ativo.
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